Avecces notations, it fiachr = min - [ —/d g Toeton sailgue ce minimumeestatteing Jorsgue
; L by

[ estle projeté orthogonal de la fonction /g sur le sous-espace vectoriel £
« Pour le caleuler. cherchons une base orthonormale de F 2 la famille (s, costest génératrice de
F et |Ib|(. car : Asin—pcos =0 = 7/ = . T AsIn) + peos(h) =0 = X = 1) (pour

f = Sretp =0 (pour f = 0). Ainsi. (i, cosest une base dc Fi
— Sll.cos: = / sintFjeos(t)dt = #. = (). donc cette base est orthogonale.
) = )
i 2 B . "1 —cos(2 r sin2th s n
sl = / sin M}:H_/ 5 L = R
S0 J) - - B =
— Comme / (sin*(#) = cos>(#)) dt = w.on aaussi [l cos |17 = / cost(H)dt = 5.
. l] 2 S =
1 = ‘ 1.}
Diome =810 . .. CO8 .y \ "2 g i e 0s) est une base orthonormale de F.

[ sin || i cos )
= Alors le projeté orthogonal p de id g sur £ s™écrit :

=

. e B
p={idg. \/ 3 s \/ =
Or: ~
(idg.sin) = / tsin(t) dt = [A F({J“\(fﬂ + / cos(t)dt =7 + [Hin[f)]j =7

t

/3 /2 I, S : o
sin +{/dg. V=t um = cos = =[{idg.sin) sin +(idg. cos) cos]
i

{idp.cos) = / teos(t)dt = [[ 5111(# / sin(f) dt = [C«,m(a‘)]; = -2
0

(intégrations par parties)

ol 9 . :
Le projeté orthogonal p est donc ?[ sin —2 cos| = 2sin g% cos, Finalement :
i
==
| I{a.b) est minimal pour @ =2eth = .
1 N B ;_I.

Corrigé 22.02

Notons dans les deux cas f I'endomorphisme cunoniquement associé i la matrice étudice.
(4) Ona6?+ 2%+ 32 =36+ 4+ 9 =19 = 72, donc les colonnes de A sont de norme 1(ne |
pas oublier le facteur %). On vérifie fucilement quelles sont deux a deux orthogonales et Aestune
matrice orthogonale.

La matrice A est de plus symétrigue, donce la relation " A4 = [; donne en fait A% = [yet festune

symétrie orthogonale. Or :

& £ —2r 4Gy —3:=7r —Or+6Gy—3:=0
Alyl =y ]| = 6r+3y+2:= Ty =< 6r—4y+2:=0
5 g —Br+2y+6:=7z —3r+2y—z=0

= Jr—2y+:=0
ri ar rapport au plan P d"équation 3.r — 2y +:=0

E\insi f est la symétrie orthogonale p

‘ ; . ¢ oublier ¢
(B) »Ona2> 427 + 12 = 9 = 37, donc les colonnes de 3 sont de norme | (ne pas ou
ml_'omlla

facteur 13 1, on vérifie quelles sont deux & deux orthogonales et B estune matrice ortl

2 1 2 0 3 6| fetune
sOnadet(B)=g=| 2 2 ~—l|= % 0 6 3|=o(36-9)=1don
-1 2 2 -1 2 2 el'a,\‘c-\dmgé

rotation et comme on . voit - que f(1.1.1) = (1. 1.4). f estune rotation autour d

par le vecteur u = (1. 1. 1). B = 2 et
; . o sad= IF B
«Onatr(B) =2 orsif € [0.27] est Iangle de la rotation foonal+ 2o Y

cosf =

15—




—Llm g

v Le vecteur + = (1.0.0) n"est pus colinéaire au vecteur . et f{ry) = 5
5
ol 2 1|
Done det(e . fleg ). n) = 1 L2 10 =1 =~ 0. Donc labase (¢, fey )] estdirecte et
, P .
0 =1 1

() < # <7 7. Par conséquent # = 5.
)

Ainsi foest la rotation d'angle & autour de axe dirigé par (1. 1. 1). }
| E )

Corrigé 22.06

A4
1°) Notons X = | |. Alors ' X\ est une matrice carrée réelle de taille 1. que F'on confon
£
. - ps <z v i B RS ’ . . sont des réels <t
avec son unique coefticient et 'YX = 5 o7, Ainsi "X.X = 0 puisque les 2y 5¢ :
k=1
'XX =0implique VA € [L.n]..tp =0.de. X = 0.

) e s BEE,
2°) Soit X' € Ker(Z,, + M). Onadone (£, + M)N = 0.5, MX = X, et/ YMA =

Mais en transposant cette derniere relation. on obtient :
f(f,\'l[_\'} =" =" X \'}. soit Fpfaptt v — —tXHY

etcomme "V = — /et "\ = V.l reste ;
VMV =-TXX
et VN = ="V N . soit' VN =0et X =0.Dou INex( ], + M) = {0} et

[, — M estinversible,

Fiponaitdd =401, + MiP Ve, = MRE = WL, + 35~

»— 1

Or pour toute matrice carrée inversible Boona "t ") = ('B)~ ', donc

ML, = S~ ) o= (FLL, 2= A5 =, — AL

Aitist " A = Ly — WML - M itdy =N, + 3L

Or [, et M commutent. done [, — M et [, = M commutent et :

AA=(L, =M N L, = AU, + MWL, < AV =10, =1,

Cela sufftit pour atfirmer que :

A estorthogonale. |

Corrigé 22.12
1) Si pest une projection orthogonale, alors Ixer et £ = T po qui sont supplémentaires. sont
orthozonaux. Pour tout vecteur .- de £ pir ). qui appartient & i p. et o — por). qui appartient i
[Ner posont orthogonaux.
Le théoreme de Pythagore donne alors :

W ‘ ; TR ooy "o 2~ :

o= = hipla) =t — ‘l:[.f']m = plar bl + = pla)i- 2 ul'”-"i‘Jj

Done :

1

‘ —
| 74 € Efiptent < i)l

2 ) Si jr.qui est une projection. n'est pas une projection orthogonale. alors (Ker p) = n'est pas égal

a T,

Toutefois I p et (IKer p)+ ont méme dimension. donc (Ker pj= n'est pas inclus dans Luip.

Soit alors o £ (Ker p)* tel que £ L.

Le vecteur . n'est pas le vecteur nul et p(.rr) = (plar) — ) + et comme . est orthogonal i Ker p,
rest orthogonal & p(.rr) — o et le théoreme de Pythagore donne cette fois :

]

= {ja — plo)||* + [lr]* > 4

n2
1
1

Lell?, puisque o € Tiup = & — p(a) # 0.

plr)
On a done trouvé un vecteur .o tel que ||p(r)|] > llr||. Ainsi. par contraposée. si une projection
vérifie : pour tout .. ||p()|| < |l.efl. alors p est une projection orthogonale.

|
i

Donc I'équivalence proposée dans 1'énoncé est démontrée.



Corrigé 22.18

17) Pour un vecteur « non nul. notons 7o () Ta projection dun vecteur o sur Vect (). Ona:
/ s / \
L) [ kBt
~—— wu et donc ijp,,(.r)l; = ‘*—‘
el [Fael

.'”u(."’.) =

n
: - ; P ¢ i \ L .
Soitu = > wu,e, # 0. Pourtout b € [L.n].ona: (g u) = 3 uien.€;) = upllen . done

=1 =1

‘ wl e l?
(€)= M
[l

A . : ; 5 . Hes 112 ne déne
Ainsi le vecteur i convient si et seulement si ses coordonndes sont telles que [uy].{leg[|? ne dépend

pas de 17 (et est non nul).

" l,\’ :
; . . ; . o XY e 2028l
Soit A € " et posons Vi € [L.n].u, = | \, setu= 3 u e, onadonc||p,ler)] = [l G
i} ¢ il o ] |

ne dépend pas de A

I
T B | 5 ¢, convient

lleill”
i=1 (It

- . . i . 3 - addéauat dans la base
27) Ona dit dans Ta question précédente que les coordonnées d un vecteur « adéquat an i
P > aefficie ultiptiee
orthogonale (¢ ... .. ¢ ) sont définies par leurs valeurs absolues et a un coefficient mullip
- . ’\l 2 ”‘! <)y 1°? o 4
pres. done pour tout /. |u,| = I—'J et|lufl> = > u7lle|| = A°
el =
ot = lelloall® _ AL _
1”':4(‘# = ETINT
“”” |i”|;

Qut est bien indépendant du vecteur v choisi.

Corrigé 22.20
*SiH = K alors sy = sy et sy et s, commutent évidemment,
* Dire que H+ € K c’est dire que sia estun vecteur non nul orthogonal 2 H, onaa € K, et alors
un vecteur non nul b orthogonal & I\" vérifie également b € £ (puisque b est alors orthogonal a a).
Bref, suppoosns H* C I\ et soient a.b € E non nuls tels que H — Vect(a)L et A = Vect(h)L.
Onadonca € Keth e Hetaetb sont orthogonaux.
Enfin, (H N A)- = HY + K+ = Vect(a) = Veet(h).
Soit.r € E Il existe donc u € HN K et A,y € R tels que . = u + Aa + pb. Onaalors :
Sposp(r) =sy(u+ A a—pb) = u— \a — 1h

{_a;\- osp(x)=sp(—Aa+pub) =u— Ao — jh

On a bien prouvé que sy et s;,- commutent.

(On a méme prouvé que sg o s = S0 Si7 = Spap.)

* Réciproquement, si s et s, commutent. Avec les notations précédentes :

. ) i implique
On a syla) = —a, par conséquent, sy o s (a) = si o syla) = —sp(a). Cect Impiq 1
- ;. . . T 5, 0N &

que sy (a) € HY = Veet(a). Comme Sy est une isométrie, donc conserve les longueur
sp(a) =wousp(a) = —a

. . s g ~ 1oL ~tagp-a-dire que
Sisp(a) =aalorsa € KNetdone H: ¢ I Sj spc(a) = —a alors a € N, cest
K = Veet(w)t = H,

SHOSK =syosy < [H=KouH*CH]




ROUOS

Corrige 22.32

1) E est une partie non vide de = telle contient 1341 minorée par 0. Elle admet une borne

inferieure.

2 ) Remarquons que X =0 ==7X =1.

Si (S admet au moins une solution. alors 0 = Eet i =10 Les I)\CLIL]U-.\F)'H“UH* de (8 sont donce
les éléments 17 de &7 tels que ' AY = D 2= ), e tels que AY — B = 0 d7apres la remarque
précédente.

Ce sont bien les solutions de (&)

3 )Sojent .Y 2B Posons Z =\ —1}. Alors
1AX = B|? = ((AY = By + AZJ? = [ AV = B2 + [ AZ} + 242 4Y = B,
Or A2 13"= By ="AZ)4AY — By='Z AAY - B)={Z FAAY = B
Donc en posant [7 = "A(AY — B).
LAY - BI? = | AY — B + 1AZ|P + 2{Z.1)

+ Supposons que 17 soit solution de (87). f.¢. supposons que Pena:fA4Y =4AB.

Alors I” = 0. Done pour tout X' € E".

AX = BJj? = 14y = BI* + 4212 > |4y - BJI*

Ceci prouve que ) estune pseudo-solution de (&7
« Supposons que ¥ soit une pseudo-solution de (S).
Alors pour tout X € ", AN — Bl* = |4} - BI>.
Quand X déeritR". Z = N -} déerit également E".
En utilisant I'expression établie précédemment. onen déduit que :

pour tout Z € B | AZIP+20Z2.0) 2 0.
On peut évidemment remplacer Z par AZ ot A estun réel quelconque. Ona done pour tout ZeR"
et pour tout A € ¢

M| AZ|F+2MZ.0) 20

Le discriminant de ce trindme en A est done négatif ounul. ce quidonne (Z.17)? < el (z.U) =0
Le vecteur [7 est done orthogonal 2 tout vecteur de E" : il est nul.

Ceci signitie que 1" est solution de (8').

1" pseudo-solution de & = Y solution de &7

47) = Soit V€ Ler A Ona done AN = 0. puis T44N = 0. donec X € Ker(fAd). Ainsi
INer A < Ker('44).

< Bt maitenant X € Ket(*AA): Onadone’ 44X =0, puis EXEALNY =10,

Notons ¥ = AX. Ainsi 1YY = 0de H'}“ — (.doncY = 0.ie. AN =0. Dol X € Kerd
Ainsi Ker(f A1) C© Ker A ’

Finalement, IKor 4 = Ker'A4 et comme A € M, (Byet 44 € M, ,(R). il vient en

appliquant deux fois le théoreme du rang :

re :-!! - dim [\'1--1‘-}- firj ~Eil-u [\_-‘1'-1 '-.-i.'l\ = 1 _\_\l_

5 Sirei Ay = oo rei’ Ad) = Or o mutrice LA est une matrice carrde de taille . ~i
elle est de rang 1 elle est inversible et le systeme (87 est done de Crumer @il adimet une unigue
solution .. 181 admet une unique pseudo-solution.



Corrigé 22.10

1°) Soit P le plan d*équation 2+ + y — 2= = (), ce plan est normal au vecteur (1. 1. =2). ou mieus
au vecteur n = %( 1.1.-2).
V0O

. " - I _ m3 _ \ :
La projection orthogonale p sur D = Vect(n) est définie par Vo € B3, p(u) = (u.n}net La

reflexion s, est définie par sy (u) = v — 2plu) = w = 2(u. 1y n.
y : v cqpopiguement
Avec u = (. y. 2)et o = s(u) = (. y'. 2"). confondus avec les matrice colonnes canoniguene

associées, cela s'éerit

2.1 2.

74 ! 3 1 3 3'”+ 37

’ . vy — 22 o L 2 2

u’ = i 3 l.) = )3.1 + :jy-\ 3-

; 2 - 2 - T

, g Tl =

Soit :

% =] @
W l=2] -1 3 %
L T

2 ) On peut bien sar faire une étude classique @ matrice orthogonale de déterminant 1. done matrice
de rotation. puis recherche de axe et de Fangle ... On peut aussi voir

Si on note (¢ (. 2.6 la base canonique de = ona fley) =¢o. flea) =eget fleg) =¢;.0na
done fleg = ea 4 63) = ¢ =2+ et festune rotation autour de I"axe que 'on dirige par le
vecteur (1. 1. 1). En regardant le triedre (. Oy, ()2 selon cet axe. on voit que la rotation [ est
d angle 27 /3 (un cube est invariant par rotation dangle 27 /3 autour d"une diagonale).

3 ) Laxe A de la rotation [ est contenu dans le plan de la reflexion ;.
On sait que I'on peut décomposer une rotation en produit de deux réflexions par des plans contenant
cet axe et que ["on peut méme fixer 'un des plans de réflexion,

[l suftit done ici de poser 55 = .wfl of =s)o0fetsy=fo ,wl_t = [ o~ (attention, en générul lu

composée d'une réflexion et d’une rotation n’est pas une réflexion ... ). Les matrices de s, et <,
dans la base canonigue sont donc respectivement
E | 2 9 D ) -
; : 2 2 2
h=Msnd=L 2 2 —1edy=Adsn=4| 2 -1 2
| T\2 -1 2 k=i 3 2
k
On trouve les plans de réflexions de s, et s en résolvant Mo X = X et M\ = X avec
X ='(r y =) On trouve pour s> le plan d’équation 2. — y — = = () et pour »3 le plan

d'équation 2y — o0 — = = ().

Corrigé 22.15
1) L'application @ est clairement symétrigue.
Elle est bilindaire par lindarité de I'intégration. Elle est positive par positivité de I"intégration
lorsque les bornes sont dans ["ordre croissant.
|
Enfin, soit f € E telle que ©(f. f) = 0. Ona f(H)*dt = 0. Comme I'application f= est

JH)
positive et continue sur [0. 1] elle est nulle sur [0. 1. et f est ézalement nulle sur [0.1].

De plus. f est une combinaison lindaire des fonctions 1-périodiques ¢ co. e, Donc [ est aussi
L-périodigue. Elle est alors nulle sur 2. L'application ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie
positive

1 . ;
1 @ est un produil scalaire sur £

) On note fog) =@(foy)et]fll = \Tu /). Les caleuls sont élémentaires :

A .
*“"2”: = '.-.’/ (‘{,)_\'21"_):7!}1/[ = / (1L cus(dat)edt =1
Ju Jo




o 1
*}ir—;,;}ij 2/ sin?(2rt) dt = / (1 —cos(dat))dt =1
. \J— ( 1} - |
* (€. F2) = \,/'2/ cos(2xt)dt =0 LE3) = \"2/ sin(2at) dt =0
J0 J0

.1 -1
x (eq.649) = 2/ sin(27t) cos(2xt) df —/ sin(dwt) dt =0
JU 1]

La famille (€. €2. e3). qui est génératrice de £ est orthonormée, donc :
o

! (¢1.€9.¢e3) est une base orthonormée de E.

3°)a)Soient \.u € Ret f1. fo € E.7.(Af1 + ,uf ) est 'application t — (Af; + pfo)(ar —t),
c'est-d-dire est I’ appllcanon t— Afr(x ——r +pufa(x—t), ie estlapplication At ( f1) +p7.(f2).

Ainsi 7, est linéaire.
Clairement 7,.(e,) = ey etpour .t € R :
cos(2m(x — t)) = cos(2mx) cos(2wt) + sin(27r) sin(27t)

{ sin(2m(x — t)) = sin(27r) cos(2nt) — cos(2wr) si
Autrement dit, 7, (e2) = cos(27r)es + sin(27r)e; et T.(e3) = sin(2mr)es — cos(2mr)es.
Donc 7. (e1), To(€2) et 7.(e3) appartiennent a Vect(ey, ez, e3) = E. Comme (€. 3. e3) est une
famille génératrice de E, on en déduit que 7,.(f) € E pour tout f € E. Ainsi f est bien un
endomorphisme de E.
* Les calculs précédents montrent que la matrice de 7, dans la base (e1.e2.€3) est:

1 0 O
M=1|0 cos(2rr) sin(2mr)
0 sin(2mr) -— cua(? )

b) La matrice M est orthogonale puisque ses vecteurs colonnes sont clairement normés et deux
A deux orthogonaux pour le produit scalaire usuel de 3. Comme A est la matrice de 7, dans une
base orthonormale, on en déduit que 7, est un automorphisme orthogonal.

¢) Le plan Vect(es. e3) est stable par 7, et la matrice de la restriction de 7, a ce plan, dans la

base (e.€3) est:
. cos(2mr)  sin(2m2)
N = Sy
sin(2ar) —cos(2mr)
N est encore, bien siir, orthogonale et son déterminant vaut —L. Il s*agit donc de la matrice d'une
symétrie orthogonale, I'axe de cette symétrie étant donné par les vecteurs invariants. Or:

Ay (Y (cos(2mr) — 1)y + sin(2ra)z =0
L (:) N (:) <ﬁ{sm(Em‘)y—(l—i-co‘a(’ﬂ'x Ve
—2sin?(wx)y + 2sin(mz) COs( rle=
2sin(mx) cos(mr)y — 2cos? (7r)z = ()
et comme on ne peut avoir  la fois cos(mr) = 0 et sin(wr) = 0, ce systeme €
équation : sin(ma)y —cos(mr)z = Oetl'axe de cette symétrie est la droite engendrée par le Ve
cos(mr)es + sin(mr)es.

Squivaut a l'unique
ecteur

Le vecteur e, étant aussi invariant par 7,.. on conclut :

es + sin(mr)es)

7, est la réflexion par rapport au plan P = Vect(ey. cos(mr)




Corrigé 22.25
D abord aucune des deux rotations. notées 1 et o, n'est identité (sinon on pourrait considérer
gu’elles ont le méme axe). On peut donc écrire que 11y (resp. ra) est lu rotation d*angle ¢ (resp.
f)o). avec # el # non congrus a O modulo 27, d'axe dirigé par le vecteur unitaire ¢ | (resp. ¢1),
avec e et e non colindaires (¢est-2-dire ni égaux ni opposés).
Puisque 1y et 1> commutent. on a en particulier :

rroraler) =raorilep)osottrp(rale ) = raley)
Donc ra(e ) est invariant par 1. donc est porté par I'axe de ry : 3A € F.ora(ey) = Aey. Comme
role ) o méme longueur que ¢ (une rotation est une isométrie). il ne reste que les solutions :

".'_’(‘:l):f‘] ou ,"-_J(r'l:I: =g,
La solution ro(e ) = ey est & rejeter. car elle signifierait que ¢ est colinéaire a 2. Done
rale) = —e.

Or un vecteur ne peut étre transformé en son opposé par une rotation que si ce vecteur est orthogonal
A Iaxe de la rotation et si celle-ci est d angle @ (on parle dans ce cas de demi-tour). Ainsi 1 estun
demi-tour et e et e sont Orthogonam.
En procédant de méme & partir de la relation 1y o ra(ea) = ry 0 1 (ca). on montre que 77y est aussi
un demi-tour.
Ainsi deux rotations vectorielles de B qui commutent et qui nont pas le méme axe sont des
demi-tours autour d axes orthogonaux.
Bien gue ceci ne soit pas explicitement demandé. il serait dommage de ne pas étudier lareciproque
Si 1y et 1o sont des demis-tours autour d axes orthogonaux dirigés par les vecteurs Unitiires €1 et
(2. POSONS (4 = ¢y A eaet 5= (¢1.ra.0y). Labase 5 est orthonormée directe eton d :

Mgu(i) = diag(1. —=1. =1) et M(r2) = diag(-1.1.-1)
[l est clair que ces matrices commutent et leur produit est d’ailleurs diag
1y o = o est le demi-tour d'axe ¢ A ca. La réciproque est établie.

(—1.—1.1). done

Corrigé 22.05

17) D une part.ona:
dFLr) = fli? = ey = flg) flay = fly) = LT =20 LR )y i)

I S S . |
oyt _zi.!‘\_) Nali™ 2
D autre part on a ;.
2 ' \ e iz - \
( L = yil ) et C 0/ /T R W SN ') A |
reTERTINTR] B RTEITINTE:. TEAR T I TENTE e
ol - Nyl il ™= il A ERTENEN ]
Dot : -

Il — 1
el Nl

2°) Remarquons tout d abord que I'inégalité est évidente si deux des vecteurs . h. ¢ sont egaux.
On les suppose maintenant deux a deux distincts.
Soient . y. = € E\ {0}, L'inégalité triangulaire donne :
1f () = Fanll L) = SO+ LG = fanll
qui devient en utilisant la premiere question
o =yl o e ==l = —ull
el = el

z|l. on obtient :

En multipliant par [l - {[y]f |
[alille = ol < Nyl -l = slf =+ el <= = ol

Enposantr =b—a, y=d—aetz=c—a.o0n obtient :

e —cll <o — ] < et = bl <lle = dil + i — el <[l = o}




