Correction Kholles MP : 24/09/2020

Kholle A :

Exercice 1 :

(a) uy, ~ % donc par comparaison de séries i termes positifs, la série est
divergente.

. & —n . L. . .. ..

(b) u, ~ S ~ e ™ donc par comparaison de séries i termes positifs, la série est
convergent e,

(¢) u, =0 (ng) donce la série est absolument convergente.

(d) u, ~ == donc par comparaison de séries i termes positifs, la série est

! 2n
divergente.

Exercice 2 :

[ A
1

1
TG il ——
Ek+ 1) &
done la aérie converee,

Par docomposition en dlémenis simples
1 1 1 2 2

kE(k+1)2 k2 T2 TErT R

CRCARE

N 1 N 1 ."d'll..l Nll.l N]. ﬂ_"_'-
Yo =t 12y o2y s — 3
SRk =E =k £k Tk Nt 3



Exercice 3 :

T : y i i : +o0 a o
:"ufmltl‘.-ta.% qUe —rior b :§ﬂtaf. E:_z:l a7 existe. |
La fonction T+ o=y est décroissante sur [0; +oo[ done par comparaison
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Exercice 4 :
Uy = Ry — By, et la décroizsaance de ¢ — 18
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done la série 4 tenmes positils EIR" 2 diverge car In By, — —oo puisque

R, — 0.

ar comparaison de séries A tenmnes positilz, 3 ug /Ry diverge,
Up iy g 1
Rn N Rno1—un B Rn-11 _ﬂn}'an—]

Siwg/Ha—y A0alors 3w, /Ry diverge.

Sitn/Hn—1 — 0alors g2~ B2 ot done 3 un/Ba-1 diverge encore.,

Dans tous les cag, 3 tn/Ra—1 diverge.



Kholle B :
Exercice 1 :

On a
1\'/" 1
nuﬂ:(—) = exp [—E]nnlﬁl
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et par comparaison de série & termes positifs on peut aflivmer que > u,, diverge.

Exercice 2 :
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Exercice 3 :

(a) Dy —Inu, = ]n":—:' = ll‘lm —In (1 — Eﬁ?) P _’!IE' La aérie

3 Intiny1 — Inun tend vers —eo done Inte — —oo puis e — 0.

(b} In(n + 1)tg4y — Innu, = In (2L) ~ L La série E_]n[n + 1)t — Innuy,
Lened vers 4oo done Innug — 4oo puis nug — oo A partire den certain
rang niy, = 1 done 3wy diverge.

(¢} (2k+4)ve41 = Quk41 = i;__—'l:_:]—lm_- = (2k + Ljwe en somumant pour ke {0,..., n}
el en smpliliant, on obtient : Ty =2 — (20 + 6)uy 4 done T, — 2.



Exercice 4 :

Notons gue les lermes sommds sonl positils
La fonction =+ av® est decroissante donc
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(a) Puisque la sirie ¥ ap converge, on peul introduie sa somme

4+oo
= Zu.n
n=0

Les termes sominds ¢lant strictement positils, on a £ =00 5; = § donne

alors 5, ro £
Défi :
Introduisons la somme .[mll i lle
N pan
Sn = Z n3

L remaroiee gue ponr 1w {lﬂp_l: eo., 10FP —1 }- O i Qg =P
En regronpant perinemment les termes sommds
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Puisgque la fonction ¢+ 1% est décroissante, on a la comparaison
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Apris caleuls, on obitient
099 1
U™ g To0e
Cazx =0
La séric ¥ tp®l converge si, o seulement &, < 100.
Puisgue la sfrie 3 J“:'“J-"'F'!.3 esl A terimes positils, sa convergenoe dquivant 4 la
convergence d'une suite extraite de sommes pactielles et done ¥ 2% /n? converge
i, o sevlement si, 2 < 100,
Caz = < .
Pour x e |—100;0[, il ¥ a absolue convergence de la série en vertu de 'étude qui
privdde.
Pour x < =100, on pewt écrive = —yavee y = 100, on a alors

[;“J-n

qu-_ —l;l‘?uqy“'
p=1
aver (ugyT) gqui ne tend pas vers zéro.
Il v a alors divergence d'une suite extraite de sommes pactielles et done divergenee
. . . %
de la aévie 3 2% /n®,
Défi (encore ....) :
5. a. [l vient :
r 1 1 L/ 1
keD: jeN*:J =1 J
1< k<n 1=/<n
b. On déduit immédiatement de a. la convergence de la suite (h,,(D)),,, c’est-a-dire de la série » 1”;"3.
avec :
21l _ T
=1 n o 6

c.Soit m € IN*. Si m"/* € IN*, alors m = ((m"/*)* ) . (l[ml'f‘s)z)3 D ﬂ T. Réciproquement, si
m € DN T, alors il existe i, j € IN* tels que m = i = j*. On a alors /j = E (), sibienque j € D
d’apres le résultat admis : il existe k € IN* tel que j = k* et donc m = k°, ce qu1 met en évidence que

1[6 g k c IN* %’
d. On montre comme en a. et b., d'apres c., que : .
"1;1{2_ ho(T)=¢(3) et nl_u)gb h,(DNT) = ((6). /\’e}'
En remarquant que Ipur = 1p + 17 — Lpn7. on montre par ailleurs que : 0

VaeN*, h(DUT) = hy(D) + h(T) — he(DN T, ’(r

d’ou I'on déduit finalement la convergence de la série Z : lb"Tﬂn) avec : ,\}

127 _ (2) 1-¢3) - <6,

n=1



.a.Pourne N*, ona:
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b. Pour n £ IN*, il vient :
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c’est-a-dire, par relation de Chasles et d’aprés la formule évidente |_x - 1J = |_xJ + 1, valable pour

tout x € R,
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c. Par définition de la partie entiére, on a déja :

n+1 n+3 n—+3
% { 2 J < ol

En écrivant que le graphe de la fonction x — In(1 + x), concave sur ]—1 : —I—-:x:l[, se situe en dessous
de sa tangente a I'origine, on justifie par ailleurs I'inégalité classique In(1 + x) < x, valable pour
tout x > —1.

Il ressort de ces deux points que :

¥ne N, ogin{%(z["J;BJ N 1)} < ln(l—i—%) < %

d. Del’ equwalent [2:: 7 2:12 = 0,n — oo, on dedmt la convergence de la série Z [—2;—15 par com-
paraison a la série de Riemann convergente » | -, puis celle de la série Z u, d’'apres a.. En notant &
la somme de cette série, la formule obtenue en b donne alors :

Vre N, h(Z)—Iny/n= z uk—l——ln( ["+3J—1)—1nﬁ
=i- 5wz (25 1))
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Avec l'encadrement de la question c., on en déduit que :
Iim_ hn(Z) — In vn=24.
e. D’apres (2),
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par télescopage.
f. A partir de (3), il vient :

VneN*, §— (h(T)—Inya) = é uk—%ln{l(zln+3J—1)} _’fS:(/

puis, d'apreés c. et (4), Q
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