Correction kholles 13 /12 /2021

Kholle A :

* Supposons () et montrons (if).
Q'uprgﬁ le rhu_éor&me du rang, dim E = dim Kerf+rgf=2rp £, puisque Ker f = Im f. Ainsi
dim E est paire.
* Supposons (i) et montrons (7),
Soitn € F* (el que dim E = 2n. Soit (ey...,. £a, b une base de £, Une application linéaire étant
parfaitement définie par la donnée des transformés des vecteurs d’une base, on définit f linéaire
de la maniére suivante -

Y = [ill_ H;I.l, .Jrl{r'i-] — ”t'- f{l",_._r,:l = £y
I est alors clair que Ker f = Iin f = Vect(e 1o B o done f convient,

Sidim £ = 0, alors 'endomorphisme nul de E vérifie I f = Ker f (= E) et ce cas dégénéré
rejoint le cas pénéral,
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4.

Comme *A=—Aona

det A = det*A = det{—A) = (—1)*"T ! det A = — det A

1=(% o)

fournit un contre-exemple an second probléme posé.

done det A = (.
La matrice

5.

Iei tA = A done det(A) = det(*A) = det A.

Comme
det A = Z E[U}HW: Z E{EjHﬂg{f},i =det A
i=1

TES i=1 TS,
on peat conclure det A e R
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FRe =FNC = Fo (FeGar))N (F+(606))
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Kholles B :

(a)

(b)

cos(0.x;) est un polynome en cos(x;) de degré 0.

cos(l.x;) est un polynome en cos(x;) de degré 1.

Par récurrence double, on montre que cos(jz;) est un polynome en cos{x;) de
degré 7 en exploitant la relation :

cos ({7 + 1)x;) +cos ({7 — 1)x;) = 2 cos(x;) cos(jx;)

On peut aussi par récurrence affirmer que le coefficient dominant de cos(jz;)
pst 2771 pour § = 1

On peut méme étre plus précis et afirmer que cos ((j — 1)x;) est une
expression polvnomiale de degré § — 1 en cos(x;).

det M, est une expression polvnomiale en cos(x;) de degré au plus n— 1.
Puisque cos{ra),...,co8(x,) sont n — 1 racines distinctes du polvnime
carrespondant. on peat écrire

det M, = AlTz2,...,Tq) H (cosz; — cosT)

=2

Lexpression du coeflicient A{zxe, ..., 7,) est polvoomiale en cos(rs) de degré
an plus m— 2 (car il v a déji le facteur cos(rs) — cos{x;) dans le produit) et
puisque cos(rs), ... ,cos(r,) en sont des racines distinctes, on peut écrire

Tk
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En répétant la démarche. on obtient
det M, = o, H (cosz; — cosx;) = o, P
1<i<j<n

Il reste i déterminer la valear de o, ...

Un caleul immédiat donne az = 1
En développant selon la derniére ligne

det A, = I}DSI[I[TL - I}In}dﬂt M, 1+---

cos(ry,) de degré < n— 1.
En identifiant les coeflicients dominant des expressions polynomiale en

cos( Ty, ) dans cette égalité, on obtient
o, = 2" 2,
Cette relation permet de conclure

Oy = 2



Par contraposée: si € n’est pas une base de F alors Vect(ey, .. .,e,) # E.
Soit H un hyperplan tel que Vect(ey, .. .,e,;) C H et f une forme linéaire non nulle
de noyau H.

Boa e ) == Fle )= Omais § £0.
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Posons n = dim E. Comme det(f2) = det(—1I,) on a det( )% = (—=1)" > 0. done n
pat padr.

5.

Par conjugaizon d une somme ot de produits




Bonus :

)

*SoitysTm{f+g):3oe Eelquey = (f + ¢)r)

: = floy+gla)etdone y € I f + Img.
Ainsi Im{ f + g) ¢ ImJlr - lmq d'oi ;

divn it [+ g) < dimilm £+ Tueg) = dinehin f + dita Tog — dim(Tm £ Mlmg).

< dim i f < diming
Cest-d-dire :

rg( f—tIJ srglf)+yg fﬂ

{Le fetit que E soit de dimension finie n'est pas e, puisque si £ est de dimension finie. lm £ el g sont
des sous-expaces de I qui sont, enx. de dimension finmie e1 ¢'est ce eftad sert dans fe ralsonnemenr précédent.|

*Onaf=(f+gl+ (- donc le résultat précédent donne :

relfY < valf 4+ g)+rel—g) = valf + ¢) + refg). done re( f) —rgly) < rg(f +g)
En échangeant les roles de f et q. on aaussi :

valy) —relf) < rgly + F) = valf +g).

Ces deux résultat peuvent s'énoncer en une seule fois -

rg(f) — rvalg)] < vs(f + 4)

2)

Notons By = A% + A7%, En développant, on a. pour tout & de i :
(ARFL L A=TEFI 4 A0y — ARHD g ALk ¥ 4 o —*
Cest-b-dire : By = B By = Biya + By, ou encore :
EM Bria=Bin - By

Quitte & raisonner coefficient par coefficient, on peut appliquer les résultats connus sur les suites
recurrentes lindaires d'ordre deux.

L'é.._]uuﬂcm curctEr stic ue 2 — 1+ 1 = 0 admet pour rucines vy = WJ = g'lﬁ'ﬂ elipg =" i
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Ce qui revient i dire qu’il existe L. Af € M, (T} lellew‘ que: ¥k €M, By =rfL +riM.
Comme +§ =1r|'-{}' BY 4 s m{ L)etr; = cos { }—Mml:j%_'].i}n]h‘utﬂum:i dire qu’il
existe des matrices cuneu et D telle'-'. que

K]
Onade plus By = 24, et B, = I,,. Les matrices ' et I} sont done solutions du systeme :

L _ =2,
le+ Bip =1,
On obtient ainsi ¢ = 27, et D = Deton o done :

Wk e M By =cos [H}(' + sil ['I‘T”] n

Ve A A = 20om ()1,
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