Correction kholles MP 10/11/2021

Kholle A :
D)
{a) En linéarisant
2T iy . 2m
1 2t t 2t
cos® tdt = idt= 4+ =m
0 0 2 2 4 1,
(b) On connait une primitive du logarithme ou 'on intégre par parties
2
/ ntdt = [tInt —° = 2In2 — 1
1
(¢} On reconnait une forme u’//u
t 1
———dt= [V1+¢] =v2-1
j:; V142 0
2)
(a)
n n 1
S Z 1 dt @
Lnttk® &A1+ (k) n— +o0 i 1+t 4
(b)
ikﬂin k/n i I
k=1n2+k2_1k= +(kfﬂ.} 11— +oo n1+x2 1_2“2.
(c)
- 1A 1 " dx ;
_ ) =| {1+ =v3-1
;1 ||']‘12+2k?’t n;‘;J1+2k;nn—r+mJ;J1+2x 1+2x V3-1
3) (a) La fonetion t — ef/t est définic ct continue sur ]0; + o, elle y admet donc une

primitive F.
Pour x >0, en a [x; 2x] € ]0; + oo, donc l'intégrale définissant f(x) existe et
f(x) = F(2x) — F(x).
Puisque la fonction F est dénvable, la fonction f I"est aussi et
I I — -l
fi(x)=2F'(2)—F'(2) = -—( = )
L'étude pour X < 0 est similaire en considérant t — e/t définie et continuc sur
]—o0:0[ 2 [2x:x].

(b) Pour x >0,
VEeE [x;2x],e* <ef <o
donc
e*In2 £ f(x) £e®*In2
puis

T I[x) in 2.
Létude est analogue en 07



4)

Omn a

1 n n
(In)ty=1% 1 sl k
In ((”nn! _HZ{ln[n-I—k) lnn}_nZIn 14—
k=1 k=1
La fonction & — In(1 + z) étant continue sur [0;1], on obtient

n((22)7) sz [ a4 10 =2ma -

Ti— i)

1
@r)I\= 4
(ﬂ.”n! e

ln(ﬁ (1+§))Un=%zh(1+§) —>£1n(1+:)dr=21n2—1

Om en déduit

k=1 k=1
done .
(“ ( L)) L
H 1+ — - —
o n e
Pour ke {1,...,n} ;L;r = % donc

" k ljm 1
1< [ St L1
B (j!-_-I;( +712)) = +n

piis

5)6)

(=) ok
(=i [2f 2 0alors [0 = [|f| donne [ £()] — f(£)d ¢t = 0. Or Ia fonction
|f| = f est continue et positive donc elle est nulle.
Le cas f:f < 0 est semblable.

el = 1217,

Supposons

j':f ¢HOER.

" b
On peut derire _raf =relf avecr =

Considérons alors g:t — f(t)e~!?.
b
i 2

b b .
Or |g! = |f| et I'hvpothése de départ donne J—alg| = fﬂ Re (g) puis
b
[ lgl - Re(g)=0.
Puisque la fonction réelle |g| — Re (g) est continue, positive et d'intégrale nulle, c’est
la fonction nulle.
Par suite Re (g) = |g| et donc la fonction g est réelle positive.

Finalement, la fonetion f est de la forme £ = g(t) e'? avec g fonction réelle positive.
La réciproque st mmeédiate.

Dnaj':g- EEdﬂncj‘:g=f:RE(g].




Kholles B :

1)

(a) Par le changement de variable x =5 —ton a

/2 cost e sin £
————————T——'dt = ————————T——'dt
0 cost 4+ sint 0 cost + st
i cost =iz sint =i T
/ —.dt-l—f —.df=f dt = —
o cost+sint n cost4sint i 2

™2 cost /2 sint 'y
————————T——'dt = ————————T——'dt = —
n cost4sint o cost4sint 4

(b} Via le changement de variable ¢t = sinz (avec © € [0;7/2])

done

1 mpa COS T 4 T
o vi—t2+t Jy cosz4sinz T4
2)
On peut écrire
1+ 1
T e
= 1+zk,-‘n) mn
avec
n
1 1
Sn=?—12ﬁ_
= (1 +2k/m)
Par les sommes de Riemann, on a
1
" de _[_ 1 ]‘=g
TRoARS | ) a1 +20°], 9
On en déduit
2
tn ™ gz
3)

(a) En développant

flx) =f (sinxrcost — cosxsint)g(t)di = sin.rf costg(t) df—cos:rf sin tg(t) dt
0 o 0

f est done dérivable et
T

Ffix) = Dos::f: costg(t) dt + sinzﬁ sintg(t)dt = .[: cos(t —x)g(t) dt

i{b) f' est deérivable et
fz)=— sin:r/ costg(t) dt—l—cos.rf
0 o

done f"(x) + fix) = g(x).
{c) C'est une équation differentielle linéaire d'ordre 2 4 coefficients constants.
Solution homogéne y(z) = Acosx + psin.
Solution particuliere y(x) = f(x).
Solution générale

T

sintg(t)di+g(x) = — /: sin(x — ) g{t) di+gi

ylr) = Acosx + psine +f sin{x — t)g(t) dt
o



4)

S)

(a) Soit x € JO; 1[, [x;x*] c ]0; 1[ et £~ ﬁ est définie et continue sur ]0; 1[ deone

p(x) = fxﬁcmtc
Pour t € [x?;x],
L s
Inx ~ Int ™ Inx2
done
v 2
1::
Inx? =¢) Inx
Quand x — 0%, (x) = 0.
On a ausst
1.2
tdt
@(x) f =
&
done
xz =z
x*dt xdt
= bl
J‘ T R
x X
or

de
f v In[lnt}] =In2.

Quand x = 17, ¢(x) = In2.
Finalement ¢ peut étre prolongée par continmité en 0 et en 1.
(b) Soit F une primitive de h:_; sur 10; 1[.
On a (x) = F(x*) — F(x) ce qui permet de dériver ¢ et d'obtenir
i _x—-1
it e
L'mtégrale

étre prelongée par continuité en D eten 1l eton a

J‘ xlnx dx = [:p[r]] = In2.

(m a

((52) ) -5 Eren- s~ En )

La fonction £ — In(1 4 r) étant continue sur [0; 1], on obtient

1
)1\ ¥ !
m((': ”}') ) >f In(1 + z)dz = 2In2 — 1
nmen. n—++oo  fo
1
@n)\* 4
(n”n! e

On en déduit



6)

Par I'absurde supposons que la fonction £ ne soit pas identiqguement nulle. T1
existe alors € € [a; b] tel que f(¢) = 0 et I'on peut supposer ¢ € |a; B[ car, si [ est
nulle sur Ja; b[, elle I'est aussi en a et b par continuité en ces pomts.

On défmit une fonction g nulle sauf sur un voisinage de ¢ sur lequel la fonetion f
est de signe constant.

Quutte & considérer — f, on peut supposer f(c) > 0. Par continuité de [ en ¢, i
existe & > 0 tel que I'intervalle [¢ — a; ¢ + @] soit inclus dans [a; »] et que f soit

strictement positive sur cet intervalle, Considérons alors la fonction g définie par la
figure ci-dessous
[}
1
A
| a e f

La fonction g est continue ot s’annule en a et b ce qui permet d'éerire

B
f f(Og()dt = 0.

Or la fonction g est nulle en dehors de [c— @ ¢ + @] et 'on obtient done

+a
f FH)gt)de =0,

La fonction t — f(t)g(t) est alors continue, positive et d*mtégrale nulle sur
[c—a;c 4+ a) ¢est done la fonction nulle. Ceel est absurde car cette fonetion ne
s'annule pas en .



Kholle C :
1)

{a)

f‘? df B fl du m
1 t+t[1]’1f}2u=_]nt o 1+'U-2_ 4

N di L du
[wTﬁu:m Tt - 2Vl b =2(v2-1)

(b

i)

1 e e
f _dt f _dw f E du = [Inu — In(u + 1)]] = In2—In(e+
o 1 1

et + 1 u=et J; ulu+1) u  u-+1

2)

On peut écrire
et

avec f:t — 't définic et continue sur [0:1].
Par somme de Rismann

R ¥ 1 oy
13- [ roae- o -5
k=1 o

done

3)

{a) ful 1_‘%; = [arctan t]é =3

(b] Par sommation géométrigque

fl i [:_1]-"‘;2-'* 4 — fl 1+ {—1}“E2”+2 f { lj“tz"*'? &
0 o 1+¢2 4 B

() f mg—dt > 0 par intégration d’une fonction positive sur [0;1].

De plus
1 j2n42 1 1
dt < [ " dt =
o 1+1t2 0 2n+3

Car 1—_:ig' < 1.

() On a

Zﬂzg Zﬂ:f{ 1)*t** dt = f )Fe** dt
E—0 0

k=0 k= l:I



donc

Ll o B f2n+2
& 2 =—+f 1) f dt%—
0

I existe.

e 3k
car
1 t2ﬂ+2
11 dt — 0
4)
La fonetion @:t = f(t) = t est définie, continue sur [0; 1] et
1 1
1
J‘ p(t)dt = f fHdt—-=0
o o
done ¢ s’annule.
5)
La fonction In(1 + tan x) est définie et continue sur [0; /4] donc
In(1 + tanz) = In(cosz +sinz) — In(cos z) et cosz + sinr = v2cos (I — ).
Ainsi
Tin2 /4 m /4
I = 3 +.[|:| In cos (Z—I) d.'r—jj‘ In(cosx) dx
or i ’
Ly -;|'|'l|'
f In cos (:r - I) dr = f In cos(t) df
o 4 t=3—-r Jp
donc -
mIn
=
8
Suppléments :
1)
a)
Sur R,

] dx B f du
Y 1+E§r u=v1+e2= ut 1
1. 14e2z—1
= =In % = a4/ 1 | 2=
2 VI+e=+1 {

N



b)
Sur R,

f sinz f du 1 cosT — /2
. d—I _= — 3 — ]Il
1+sin“x  u=cosz 2. — 4 272 |cosz 4+ /2

+ g

c)

Sur]—v’i;ﬁ[,]‘ :;1 dzx F fﬁs'lﬂt+ldt=—ﬁcnst+t+cte=
T x=+/2sint

—V2—$2+armm%+cte,

d)

1
e byyet=ndl g 1 2z—1 1

2) On constate que :

1 Iﬂ—] 1 1 1 1
Iﬂ= dr = |—-zIn(1 n —_— In(1 "y dr -
[ oitman= [fematan] -1 [+

et que :

1
n+1

1 1
UE/ ].[l(l-l—I“]dIEf ez = e
0 0

car il est connu que In(1++¢) <t pour £ > —1.
On a alors

1
f In(1+z")dz =0
0

1 n
T In2 1
=1- der=1— — .
el /i; 14" n +D(ﬂ.)

donc

3)







