Correction MP 04/04/2022 :

Kholle A :

Théoréme de convergence dominée : Soit (f ) une suite de fonctions définies sur un intervalle [ de R, a

valeurs R on C (voire dans un espace normé de dimension finie E).
On suppose que :

i. lasuite (f) converge simplement sur I vers une certaine fonction f;
i. fetles f sont continues par morceaux sur /;

i7i. 1l existe une fonction ¢ positive et sommable sur [ telle que Yne N, Vie [,

£ < 00).

Alors fet les f sont sommables sur Iet 'on a :

ff(t)dt = li;nf £ (t)dt.
! I

(a] Posons
et

: o
w: L=

t
La fonction  est intégrable sur |0; +oo[ car prolongeable par continuité en 0
et vérifiant t2p(t) o (. Par domination, on obtient que F est définie sur
—+ 400
=R

(b) Posons f(z,t) = (t) cos(zt).
f admet une dérivée partielle 2L et

i
a,}—f{.-;:, t) = —(e~ ! — e~ %) sin(xt)
ox
T — ﬁj—f(;:-._ t) est continue sur R, £ — of

i i
]0; +oo| et %-I{[;;:ffj‘ < et +e~? =q(t) avec ¢ intégrable sur |0;+o0]

On en déduit que F est une fonction de classe C! et

(x,t) est continue par morceaux sur

oo
F'(z) = f —(e~* — e~ ) sin(zt) dt
0

+ oo 4o _ -
f e~ ™ sin(xt) dt = Im f gi-otielt qa ) 2—
0 0 a? + x

done
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Montrons que F(z) —— 0 quand  —+ +o0.
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Par intégration par parties

sin(z)] ™ Sz
By = lwm . ﬂ .. L &' (¢) sin(zt) dt
[}

’ T

On en déduit .
1 o0
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Par suite C** = 0 puis

Posons h
" eos™ @
farxzE [U;Z:Ir} R ——

Th:

Les fonctions f,, sont continues et la série de fonctions _ f,, converge
normalement sur [0;27] puisque

" 1
L S mgl-—=
Il < 5 =0 ()

On peut donc intégrer terme & terme pour obtenir

27

2w +oo gn
2eosT y., By S—— )
/u e dhr—;:nI = (cosx)" dr
Par intégration par parties (cf. intégrale de Wallis)

2 o 2w
/ et i f (cosz)" 2 dx
0 0

TL

Sach ant 5 >
(cosz)?dxr =27 et / (cosz)ldz =0

0 0

on obtient
2w {2;’]' 2
f (cosz)?P dzx 271—2273{;)':]2 et (cosz)?Ptldx =0
n .

et done
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Kholle B :

(a) Posons f(a,t) = In(cos?(t) + #2sin?(t)) définie sur ]0; 400 x [0;7/2].
Pour chaque x > 0, la fonction ¢t — f(xz,t) étant continue par morceaux sur
[0;7/2], 'intégrale définissant F(x) est bien définie.
Pour chaque ¢ > 0, la fonction & +— f(x,t) est dérivable et

of
O

2z sin’(t)
cos2(t) + x2 sin(¢)

{‘T!t} =

Soit [a;b] C ]0;+00]

2b
cos2(t) + a2 sin®(t)

V(z,t) € [a; b x [n;wle..\%m\ < )

avec la fonction @, p: [0:7/2] — B, continue par morceaux et intégrable.
Par domination sur tout segment, F est de classe C! et

e 2 sin? (1)
F'(z =/ dt
() o cos2(t) + x2sin®(t)

Par le changement de variable C! bijectif u = tant

+oo 2_“:21.
Fl(z) = d
(2) ﬁ (14 22u?)(1 + u?) i

Par décomposition en éléments simples (si o = 1]

2z X B 2z/(z? - 1) " 2z /(22 — 1)
1+=z2X)1+X) 1+X 1+ 22X

et donc

2x A | 1 T
Pﬁ! 3 e o Li. =
") Iz—lfn 1+@ 1+222 ° z+1

et la relation vaut aussi pour x = 1 par argument de continuité,
On en déduit

F(z) = rln(z + 1) + C**
Sachant F(1) =0, on conclut

F(z)=xh ("";rl)




Soit f,,: [0; 400 — R la fonction définie par

(=™

nz +12

falt) =

On observe || f,||.. = 1/n* et donc la série des fonctions f,, converge normalement,
donc uniformément sur [0;+o0o[. Puisque chaque f, est continue, on peut affirmer

que la fonetion
1}:1—1
S:tes
Zl n? + t2
est deéfinie et continue sur [0: +oc,
Les fonctions f,, sont intégrables sur K, et

+x Il +x dt I
f meﬁ=3f 4T
0 2 Jy n2 4 f2 n

Puisque la série 3 [|f,| diverge, on ne peut intégrer terme & terme par le
théoréeme de Fubini,

Raisonnons alors par les sommes partielles en exploitant le théoréme de
convergence dominée,

Posons

k2 + 12

Ty gkl
St Z¢
k=1

Les fonctions Sy, sont continues par morceaux sur [0; +oc| et converge simplement
vers la fonction S elle-méme continue par morceaux,

De plus, le critére spécial des séries alternées s'appliquant, on a

1
0< 5a(t) < 7775 = ()

avec  intégrable sur [0; +o0l.
Par le théoréme de convergence dominée, on obtient

+-:=c oo +‘I‘ }n—
t)dt —+
f[} f Z_: n? + 2 dt

+DD +oo n—=1 - n—1
i i M PIR. ~a al
fn Sn(t)dt = Z/ n2+t2 dt_?; n

Or

done p
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avec convergence de la série introduite.



Kholle C :

(a) Pourz e R ¢t % est continue par morceaux sur |0; +ocf,

sin{:::t} sin(xf) 1
—1 0 OfL) et =T Mt (i_ﬂ)

donc f(x) est bien définie pour tout = € K.
(b) Posons g(x,t) =

g admet une dérivée partielle f—JE— avec

2 (2,8) = o cos(at)

sin{xzt)
et—1

9
T ‘;’

10; +o0|
Enfin ﬂ
Par dummatmn. on peut affirmer que f est de classe C', a fortiori continue et
dérivable,

(x,t) est continue sur &, ¢ — —}3(:: t) est continue par morceaux sur

=z t}‘ < =t = p(t) avec p intégrable sur |0; +ool.

(c) La décomposition

permet d écrire

400 +oo
f(1) = fn > " sin(t)e ™ dt

n=1

sin(u)| < |u|, on obtient

] oo 1
/ |<3111 "‘t| < f te~ ™ dt = =
0 0 n

La série E.f[ﬂ:+::[ |sin(t)e~"*| dt converge, on peut intégrer terme i terme

f(1) = Z / sin(t)e ™ dt

n=]1

On caleule l'intégrale sommée en considérant la partie imaginaire de
+ oo
/ eéte—nf dt
0

f()

On obtient & terme




On sait que la fonction ¢ est continue.

avec

T da 1
> n* niflnn

La convergence de la série des intégrales des valeurs absolues assure la
convergence de l'intégrale du premier membre et permet de permuter intégrale et
somme, On obtient alors

+0o0

Fee 1
L (((x) —1)dx = 22 T

n=—

Bonus :
Réalisons le changement de variable { = u(z) + @(v(z) — u(x))
v

) 1
flz,t)dt = (v(z) - 'H(I-‘J}f f(z,u(x) + 0(v(z) — ulz))df
u(x) ]

Considérons la fonction
g: (z,0) = flz,u(z) + O(v(x) — u(z))

Pour [a:b] C I, la fonction g est continue sur le compact [a:b) x [0:1] et donc
bornée. Par conséquent, il existe M € R, vérifiant

V(z,8) € [a;b] x [0;1], |g(z,0)] < M = ¢(8)

La fonction o est intégrable sur [0;1] et donc, par domination sur tout segment,
on peut affirmer la continuité de la fonction

1
I / glz, @) de
(1]

On en déduit la continuité de la fonction étudiée par produit.



