





Corrigé 5.04

On rappelle que R est une relation binaire antisymétrique sur £ = {a,..... i, } siet seulement
Si:
V(a.b)e E2.[(aRbetbRa) — a = )

Pour définir une relation binaire R il faut lister tous les couples (a;.a;) de E' x E et dire 2 chaque
fois si @; R a; ou non. Ainsi une relation binaire n’est rien d’autre qu’une application f de F x E
dans {0, 1}, en convenant que si a; R aj, alors f(a;.a;) = 1 et sinon f(a;. aj) = 0. (en général
on présente une telle application sous la forme d’un tableau 2 double entrée et on parle de matrice
de la relation binaire R, compter des relations binaires ¢’est done compter des tableaux).

Pour compter le nombre de relations antisymétriques il faut en plus veiller & respecter la contrainte
précédente.

* Le fait que R soit antisymétrique n’impose rien sur le fait qu’un élément soit ou non en relation
avec lui-méme. Ainsi, pour chaque i de [1, n]. on peut prendre f(a;. a;) = 0ou f(a;,a;) = 1. Ce
qui fait déja 2" fagons de remplir la diagonale de la matrice de R, toutes valides.

* Maintenant si ¢ # j, on n’a pas le droit d’avoir flai,a;) = 1et f(aj,a;) = 1, mais on peut
avoir [f(a;,a;) = 1et f(a;,a;) = 0] ou [f(ai,a;) = Oet f(aj,a;) = 1] ou [flai,a;) = 0et
fag,a;) = 0],

Pour ne pas remplir deux fois le tableau, on liste les couples (a;, a;) avec ¢ < j et a chaque fois
que I’on a choisi un tel couple, il y a trois fagons de remplir ’ensemble des deux cases (2,7) et
- : 7 g n ; A
(7,7). Comme il y a (9) couples (a;,a;) avec i < j, il y a donc 3(2) fagons de remplir Ia partie

de la matrice de R hors diagonale pour respecter la condition d’antisymétrie.

Quelle que soit la fagon de remplir la diagonale, on a toutes les facons de remplir le reste du tableau,
et donc :

. 2. . L n nin—1)
’; nombre de relations binaires antisymetriques sur f7 est on,3(%) — 2red 2 1

nin+l) .
[Vous pouvez procéder de méme pour démontrer qu'il existe 272 relations binaires sur E qui sont

symétriques et 2 relations binaires sur E réflexives. En revanche le dénombrement des relations binaires
transitives est un probléme d'une toute autre nature. . . ]

Corrigé 5.08
Ilya (z) parties a k éléments dans E et 2" parties en tout ; la moyenne du nombre d’éléments

i n s . n nfn—1
d’'une partie de E est donc m = 2%_ g:() A(;\I) ; en utilisant la relation (;‘?) = %(A . 1). pour

k = 1 on obtient :

n

T 1 -1 ,.
T (ny _ 1 (n) _m n (n—l) :in (nﬁl) = Mgnl
on il k (A,) on Z k k gn gl kE—1 on ,'ED h on

k=1 k

m =

Soit :
7
m= &
B=73

[Ce résultat était prévisible par le fait gue pour tout k, il y a autant de parties avant k éléments que de parties
enavantn — k.J
N a(n\ 1 2

La variance du nombre d’éléments est v = kEO k= (A) on —m~.
Or,sin > 2 et en appliquant deux fois la relation précédente :

i " n R -2 _

S k(k — 1)(}’:) =3 k(k— 1)(k) =n(n-1)% (- 5) =nln—1)20-2

k=0 ; k=2 k=2
Le résultat est encore vrai sin = 1, et donc :

éﬂkQ(Z) - éﬂ k(k—1) (E) + kiijok(z) = n(n —1)2""2 4 n2"—1 = n(p 4 1)2n-2

i
n=2l 1 n oot pecary evaut:| o = Vn
2 on i g cthe %8 5
Par exemple, les parties d’un ensemble 2 16 éléments posseédent en moyenne 8 éléments avec un

€cart-type de 2.

D'oli:v =n(n+1)



Corrigé 5.07

1°) Se donner une application o de [1,n] vers [1.p]. c’est se donner le n -uplet (¢(1), - ,o(n))
formé d’éléments de [1.p]. Ainsion peut confondre 1’application y avec 1"élément de [1.p]"
associé et il existe p" applications de [L,n] vers [1.p].

Plus généralement il existe p" applications d’un ensemble quelconque de cardinal p vers un
ensemble quelconque de cardinal 7.

2°) a) Par la remarque faite a la fin de la question précédente, on a
vie [L,p),Card D; = (p—1)"

b) D, N D; est formé des applications de [1, n] vers P’ensemble [1.p] \ {i, 7}, quiestde cardinal

p—2,doncona de méme :
i #j = Card(D; nD;)=(p—2)"

¢) Plus généralement si i1,02,. ik SODLEK éléments deux a deux distincts de [1,p] (avec
1 < k < p et on peut supposer i <ig <o < ir), Di, N---N D, est formé des applications de
[1,n] vers [1,p] \ {i1,--- ,ix} qui est de cardinal p — k, donc :

1€ < g e K i, $p = Card(Dl—lﬂ---ﬂDik): (p*k‘)”’

3°) a) Une application surjective de [1,n] vers [1, p] estune application qui atteint tous les éléments
de [1,p]. Ainsi, une application est surjective si et seulement si elle n’appartient & aucun D;. Les
autres. ¢ est-a-dire celles qui ne sont pas surjectives, appartiennent 3 au moins ’un des D;. Comme
il y a au total p" applications de [1,n] vers [1,p], par disjonction :

pn. = Sﬁ + Card(Di U D-z J---u D”)

b) La formule du crible de Poincaré s’écrit
n
Card(D,UDaU---UDy) = S Card(D;i) — S Card(D;, N D;,)
i=1

1<ig<ig<n
. >, Card(DnﬂDizﬂD,:B)’---+(—1)PCard(Dlﬂ...ﬂDp)

1£‘i1<ig<_igéil
Chaque terme de la premiére somme est de cardinal (p — 1)" et la premiére somme comporte

) 'Y . ey
D= (11) termes. Chaque terme de 1a deuxieéme somme est de cardinal (p — 2)" etla deuxiemé
somme comporte (9) termes ...Enfin chaque terme de la derniére somme est de cardind

(p—p)" =0etla derniére somme comporie un seul terme, donc (p) termes. Bref, 1a formule &

Poincaré donne ici : g

Card(Dy U Dz U---UDy) = (3;) (p—1)" — (@’)(p _o) e (<D (i) (p-o"

Soit : -
Card(Dy UDyU---U D) = i (—1)k=t (i) (p— k)"

k=1

ehiy 82 =p*— Card(D; U D2 U ---U D) =1"+ }i (fl)k(i)(p — k)", soit
k=1
e &£, 4
Sma (0 P)r &Y
rfu( (h P

s} . . . .
1°) Se donner une application f strictement croissante de [1, p] vers [1,n], c’est se donner son
image f([1,p]) qui est une partie de [1,n] de cardinal p.
En effet
i;f est strictement croissante, elle est injective et son image est bien de cardinal p.
: danselflpmquemem si on se donne une partie de [1,n] de cardinal p, on peut énoncer cette partie
Ty ordre de ses éléments iy, . . . , ip, avec iy < iz <0 < i, etlaseule application strictement
. ante ayant cette image est définie par f(1) = i1, f(2) =12, f(D) = 1p:
si 1l 3 B : . ;
ol d y a autant d"applications strictement croissantes de [1,p] vers [1, n] que de parties de
: e cardinal p, et le cardinal cherché est :
(»)
p

% Si f est croj
croissante de [1, p| vers [1,n], alors ! est & valeurs entidres et :




Fk+1) = f/(k) = flh+ 1)+ b= f(k) = (k= 1) = f(k+1) — f(k) +1
et [ est strictement croissante, telle que f/(1) = JWM) Zlet f'(p)= flp)+p—-1
Donc f’ est strictement croissante de [1. p] vers [1.n + p — 1].

=1>0
<n+p-—1.

* Réciproquement s0it [ strictement croissante de [1, p] vers [1,n +p— 1], f" ne peut étre I'image
par o que de 'application f définie par : }
f)=F(1). f2) = f'(2)—1,..., fR) = f'(k) —k+1, f(p) = f'(p) —p+1

Or cette application vérifie :

j’(l_) z1L flp)<n+p—1—-p+1=nmnet flk+1) = f(k) = fl(k+1) - fflk)—1>20
(puisque f'(k + 1) — f/(k) > 1, par stricte croissance de la fonction [ qui est a valeurs entiéres)
Donc I'application f convient, ce qui prouve que © est une bijection de I'ensemble des applications

croissantes de [1.p] vers [1,n] sur I'ensemble des applications strictement croissantes de [1, 9]
vers [1,n 4+ p — 1] et le cardinal cherché est :

Corrigé 5.10
On peut supposer sans perdre de généralité que E' = [1,n + 3] et F = [1, n].

1°) Pour fabriquer une surjection f adéquate, on doit :
i +3

— Choisir 4 éléments {4, 7, k, ¢} dans E, ce qui peut se faire de facons, puis choisir
4 ¢ P

I’élément m de F' image par f de ces 4 €léments, ce qui peut se faire de n facons.

— Une fois ceci fait, et quelle que soit la fagon de le faire, il reste alors a définir les images
des éléments de E' = E'\ {7, j, k,#} de fagon & construire une surjection de E sur F'. Comme
f(E) = f(E') U {m}, il faut donc avoir ' = (F'\ {m}) C f(E’), donc en fait f(E') = F',
puisque ces deux ensembles ont le méme cardinal n — 1. On construit ainsi une bijection de E’ sur

F', ce qui peut se faire de (n — 1)! facons.

Par conséquent le nombre d’applications convenant vaut N; = (n I 3) xnx(n — 1), soit:
Ny = (n+3)(n+2)(n+ 1)n n(n+ 3)!

xnx(n — 1) =

4! 24

27) On raisonne de méme. Pour fabriquer une surjection f adéquate, on doit :

— Choisir 3 éléments {7, j, k} dans E et un élément m dans F image par f de ces trois éléments, |

ce qui peut se faire de (n —3|_ 3) xn fagons.

— Une fois ceci fait, et quelle que soit la facon de le faire, on choisit 2 éléments {'u,’U} daﬂ?
E N\ {i,j,k} et un élément p dans F'\ {m} qui sera I'image par f de ces deux éléments, c€ qul_

peut se faire de (g) x(n — 1) facons.

— Enfin, il reste A définir, & chaque fois, les images par f des éléments de B = E \ {i, 7, k"

de facon a fabriquer une surjection de E sur F'. Comme précédemment, il s’agit donc de comp
avec une bijection de £’ sur F'\ {m, p}. Il existe (n — 2)! applications de ce type et ainsi le 0™

d’applications convenant vaut Ny = (” -é— 3) X1 (;) x(n — 1)x(n — 2)!, soit :

|

|



N — n+3)n+2)(n+1) nn-=1) o nn=1n+3)!
Ng = 6 b 4 _) X1, = “‘—‘—‘TQ .

3°) E a trois éléments de plus que F', ainsi lorsque 1'on considére une surjection de F sur F, il
existe ¢, j, k dans E tels que f soit une bijection de £\ {i, j. k} sur F et alors :

» S0It 7. j, k ont ]a méme image et on a une surjection du type de la premiére question ;

« soit deux €léments parmi 7. j. & ont la méme image et le dernier a une image différente et on a
une surjection du type de la deuxieéme question ;

» soit les trois éléments ont des images toutes différentes et f est une surjection telle qu’il existe
trois ¢léments de F' ayant chacun deux antécédents.

[l reste donc a dénombrer les surjections du troisieme type ! Il faut alors faire attention 4 ne pas
compter ces applications plusieurs fois . ..

— On choisit 3 éléments parmi les n éléments de F'. Ceci peut se faire de (31) facons et on peut

les noter . v, w avec u < v < 1w,
n+3
9

4

— Quelle que soit la fagon de faire ce premier tri, on choisit les deux antécédents de u de (
. 5 vt ; -
fagons, puis les deux antécédents de v de ( 9 ) facons, puis les deux antécédents de w de

n—1 . R . .
( 9 fagons. (passer un instant a se convaincre que le fait de prendre u < v < w permet de ne
pas compter deux fois la méme chose).

— Il reste alors a finir la construction 4 I'aide d’une bijection de E privé de 6 éléments sur F privé
de 3 éléments, ce qui peut se faire de (n — 3)! facons.

Le nombre d’applications convenant est donc N3 = (n) (n T 3) (n - 1) (” 5 1) x(n — 3)!,

' 3 2 2 2
soit
; . n—9 . g ! —— P
NS:n(n lg(n .,)X(n,+3)2(?1+2)x(“‘El)nx(n 1)‘(” Q)x(nf3)!
Na n(n —1)(n — 2)(n + 3)!
3= 18

Lesl différents cas étudiés formant une partition des cas possibles, si IV désigne le nombre total de
Surjerctions de E sur F',on a :

s ) N 43
N=N+N,+ N3 = (H—ISSJ(QH. +4nn—1)+n(n—1)(n—2) = (n’+85)'(?13 +n?)

N — n*(n+ 1)(n+3)!
B 43

g—".’_

N i eardt .
Ot({)ms kle cardinal de A,avec I < & < n,et N le nombre de couples convenant.
v-* Ty X LS e ~ C
e C“ choisit d*abord I'élément - @+ communa A et B de n fagons.
* ecCl] gy o . . v - % o “1d 3
é]’ tetant fait, pour construire A de cardinal & il reste a choisir k — 1 éléments parmilesn —1
1€ment -1y .
S de £ {a _ 1) facons.
eci ¢ : ; 5 s ; . .
" ant fait, B est constitué de {a} et d’une partie quelconque de E \ A qui est de cardinal
1ns ) - 5 ¥ P i i la
stseul @ est commun 3 A et B).il'y adonc 2"~* fagons de choisir alors B.

V adong on-+ /N —1
L — 1) couples convenant tels que Card 4 = &. e

C&n Ga/) L-‘I;‘,M} dme N:m § - ( ’
4 i

4101

}.ce qui peut se faire de (;‘l




R Lorrigé5.1g

Not
Rl CF
1 un A
n polygone convexe 3 1, sommets (numérotés par exemple dans I’ordre

mﬂonometr .
1que) et () |
weUrdu OUE [ ‘L; 4 couleur choisie pour colorjer le coté [4;, Ai1], e(n) désignant [a

1 o)
1) &
Dans ¢ cas d'yp triangle Ay A4,

?‘c(g)w(s))avec[( 2) # c(1)] et |

un coloriage adéquat peut se représenter par le triplet
c(3) # ¢(1), (3 ) # ¢(2)]. On a donc ¢ fagons de choisir

c(1) puis, a chaque fois, ¢ — 1 facons de choisir ¢(2) etenfin, i chaque fois, ¢ — 2 facons de choisir

c(3). Ainsi :
[ Ne3) = e(e=1)(c ~ 2)]

* Pour un quadrilatére A;.45454,. un bon coloriage se représente donc par un quadruplet
(c(1).¢(2),¢(3),c(4)) tel que ¢(2) # (1) (on a donc ¢ facons de choisir c(1) et ¢ — 1 facons
de chmsn (2)), la couleur ¢(3) peut d]Olb se choisir de ¢ — 1 fagons (¢(3) # ¢(2)) mais c(4) doit
étre différent de ¢(3) et de (1), il nous faut donc distinguer deux cas selon que (1) est ¢gal ou
non i c(3).

— Sic(3) = ¢(1) (on a donc un seul choix pour ¢(3) ). on peut choisir ¢(4) de ¢ — 1 fagons.

Iy adonc c(c —1)x1x(c—1) = ¢(c — 1)? bons coloriages de ce type.

— Sic(3) # ¢(1) (ily a donc ¢ — 2 facons de choisir c(3), puisque ¢(3) est aussi différent de c(1)),
alors on peut choisir ¢(4) de ¢ — 2 facons (les couleurs c(1) et ¢(3) sont interdites).
Ily adonc c(c - 1)(c — 2)(c = 2) = ¢(c — 1)(c — 2)? bons coloriages.

Ne(d) = efe = 1) + cle — 1)(e - 2)2

2°%) Pour n = 4, la démarche est exactement la méme et il nous faut donc distinguer les coloriages
pour lesquels ¢(n — 1) # ¢(1) (type 1), et ceux pour lesquels ¢(n — 1) = ¢(1) (type 2).

— Les bons coloriages de type 1 sont donc les n- uplets (¢(1),..., c(n — 1),¢(n)) tels que
(e(1),...,e(n 1)) est en fait un bon coloriage du polygone A; A, ... A,_; eton peut compléter
en donn’int a c(n) n’importe quelle couleur différente de c(1) et e(n — 1), ce qui fait ¢ — 2 choix.
Les bons coloriages de type | sont donc au nombre de Ne(n —1)x(c — 2).

— Les bons coloriages de type 2 sont les n-uplets tels que (c(1),...,c(n — 2)) est en fait un bon
coloriage du polygone A; A, ... A,_5, que I'on compléte avec c(n — 1) = ¢(1) un seul choix !)
et en choisissant c¢(n) différent de ¢(1), ce qui fait ¢ — 1 choix.

Les bons coloriages de type 2 sont donc au nombre de Ne(n —2)x(c—1).

Ces deux cas sont les seuls possibles et s’excluent mutuellement. donc -
E\" (n) = (¢ —2)Ne(n — 1) + (¢ — 1)No(n — 21[

3°) Posons : 1, = (¢ — 1) + (—1)"(¢—1). Ona:

*ug = {e—1)° +(c—1) =c(c—1) = N.(2)
*uz=(c—1)*—(c—1)=(c - 1)((c— 1)2-1)=c(c—1)(c— 2) = N3
La formule est donc valide pour n = 2 et n = 3.

* Supposons la formule vrale jusqu’a un certain rang n — 1, avec n = 3, alors :

Ne(n) = (c—2)N.(n—1)+ (c— 1)Ne(n — 2)
= (e=2)((e= 1"+ (~1)"He = 1)) + (c — 1)((c — 1)~2 + (~1)"~2(c - 1)
=(e=2)e-1)" = (=1)"c=2)(c— 1) + (¢ — 1) ! + (=1)"(c — 1)?
=(e=D"He=2+1) + (=)™ —1)((c=1) - (c—2))
=(c=1)"+ (-1)"(c=1) = u,
La formule est donc valide jusqu’au rang n. On conclut par le principe de récurrence.

Bn 2 2, Ne(n) = (¢ = 1)" + (=1)"(c — 1)







4 —

(a) La probabilité de ne pas obtenir de 6 lors de E lanvers est, (5/6)E. 1 sagil
tone il de tronver le pls petit k pour lequel (5/6)% < 1/2. On obtiont k = 4.
(h) On vent (35/36)F < 1/2 et an obtient k = 25,

‘ Nutons A; événement « nne boule blanche est obtenue lors do i-2me Lirage » .
Les évinernonts A; soof routuellernent indlépendants of P(A;) = p pour bont i,
(] Notons By Uévinement « la premicére houle hlanche apparait lors du n-iéme
tirages =,
On peut écrire
Ban=A1N...NAm_1MNAs

Par indépendance, on obtient
P(Bn)=(1—-p)" 'p

(h] Notons Cp—j I'évenement « k& — 1 boales sont apparnes lors des n— 1
premiers tirages »
et Dn l'événement « la k-ieme boule hlanche tirée apparait lors du n-ieme
tirags =,
On a Dn = Cp-1 M An 6t

Pf_ﬂn—l] = (:: i')pk—l(]_ _ p}nw.i:

var il s"agit de la probahilité d'obtenir & — 1 sueees dans |a répotition
indépendante d'épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre g
Par indépendance, on conclhut

P(D,) = P(Ca_1NA,) = (:: :

)p‘*lil o
[ {a) Pour chague tivage faisant apparaitee les nombres a, b, ¢ daus le bou ardre, il
¥ enoa d mitres ofl ces wénes nombres apparaissent. dans le désordra. La

probabilité recherchée est done égale & 1/6.

(b] Un tirage s'apparente & une fonction de [1;3] vers [1: 10]. Ty a 107
fonetions toutes équiprobahles, Parmi celles-ci, on recherche les fonetions
strictement croissantes, Celles-ci sont simplement déterminées par les 3
valeurs distinetes qu'elles prennent qu’il suffit ensuite d'ordonoer, Déterminer
ces trois valeurs revient & choisir 3 éléments dans un ensemble 4 10 éléments,
il va (l:;'} possibilités. La probabilité recherchée vaut done

(3) _ 12
W0 T 100

() T s'agit maintenant de dénombrer les fonctions croissantes de [1;3] vers
[1;10]. A une telle fonction J. on peut associer la fonction
g: [1:3] — [1;12] déterminée par

9(1) = £(1),9(2) = f(2} + 1 et g(3) = f(3) + 2

La fonction f étant croissante, la fonction g est strictement eroissante.
Tnversement, A une fonction g strictement croissante de [1:3] vers [1;12]
correspond une unique fonction f croissante de [1;3] vers [1:;10]. II ¥ a donc
autant de fonetions croissantes de [1:3] vers [1;10] que de fonctions
" . i i ) 2 i igey w

strictement croissantes de [1;3] vers [1;12] 4 savair ( :?). La prohahilite
recherchée vaut done

S r 22
; al

132~



Par récurrence sur it € N, montrons que toute partie d'un ensemble a 1 élements est
finie.
Pourn =0 :ok
Supposons la propriété établie au rang 1 > 0.
Soit F un ensemble finia + 1 éléments.

E = {z1,...,Zn, Tntl}
avec des Z; deux a deux distincts.
Posons

E' = {z1,...,Zn}

OnaCard E' =n.
Soit A une partie de E.
S1Zpy1 é A alors A est une partie de E" et elle donc finie par hypothése de récurrence.
S1Enp11 € A.Posons A" = A\ {$n+1} . A’ est une partie de E' et donc, par
hypothése de récurrence, A’ est finie. Puisque A = AU {Irﬂ—l} , lensemble Aest
réunion de deux ensembles finis disjoints et c'est donc une partie fime.
Récurrence établie

E est 1a réunion des deux parties A et Cr A qui sont disjointes et finies.
On en deduit
Card A + CardCgA = Card

Puisque Card CgA > 0, on obtient Card A < Card E avec égalité si, et seulement
¢ CardCpA =0ie CpA = () ce qui correspond au cas ol A=FL.

Posons t = Card E.

sin=0aors E=0et f(E) =0:0k

Sin # 0, écrivons £ = {Z1,..-yTn} avec des T; deux a deux distincts.
Ona f[E) = {f(:r:l),,f(:l‘.ﬂ}} et donc f(E) est un ensemble fim avec
Card f(E) < n.

S1de plus f est myjective, les _f(:r.;) sont deux a deux distincts et donc

Card f(E) = n.



Supposons qu'il existe une injection f de I dans I'. L'ensemble f(E) est une partie de
F' donc

Card f(E) < Card F
Or f est injective donc

Card f(£) = Card E
et donc

Card F < Card F

Supposons maintenant qu'il existe une surjection f de I dans F'. L'ensemble f(E] n'est
alors autre que I et la propriété

Card f(E) < Card E
donne directement

Card F < Card E

Enfin, s'il existe une bijection f de F vers I , C'est une injection et une surjection !

(1) = (11) est entendue.

(ii) = (ii1) Supposons f : B — Finjective.

Ona f(E) C Fet Card f(¥) = Card E = Card F donc f(E)=F.
Par suite, I'application f est surjective.

(ii)) = (1) Supposons f : I — F surjective.

Par l'absurde, s1 f n'est pas mjective alors il existe T, z' € Ftels que I 75 T et
f() = f().

On a alors f(E\ {:!7}) = f(£) = F car [ est surjective et f{m’} = JtE}
Or Card f(E\ {z}) < Card F doi Card F' < Card E. C'est absurde.



Par récurrence sur p =~ 0.
Cas p = 0 : il existe un arrangement de 0 élément de I correspondant a l'arrangement
vide...
Cas p = 1 : un arrangement d'un élément de I correspond au choix de cet élément et la
propriété est immédiate. Supposons la propriété vraie au rang P = 0.
Notons Ap—l—l (E) l'ensemble des arrangements de p + 1 éléments de E.
Soit T un élément de F et notons A;+1 (E] I'ensemble des arrangements
($1, S :I:P_H) d'éléments de I¥ se terminant par T ie. tels que Tpyp1 = Z.
Considérons enfin la fonction f qui associe a celui-ci l'arrangement reduit (I] 4 ¥y :EP) .
L'application f réalise une bijection de A;-I—I (E) vers A?(E\ {z}) ensemble des
arrangements de P éléments de E\ {‘.I:} . Par hypothése de récurrence, on peut donc
affirmer qu'il y a exactement

m—1)xn—2)x...x(n—p+1)
arrangements de P + 1 éléments de F se terminant par .
Puisque I'ensemble des arrangements P + 1 éléments de F est la réunion disjointe des
ensembles A;+1 (E) pour T parcourant £, on obtient

Card Ap1(E) = Y Card A2 (B) =nx (n—1) x...x(n—p+1)
ek
Récurrence établie.

Cas p = 0 : I'ensemble E est vide et alors il 'y a qu'une seule application au départ de E
(qu'on appelle l'application vide...) et celle-ci est injective. La propriété énoncée est alors
vraie.

Cas p 7 0 : on peut écrire B =429, 0x :EP} avec les T; deux a deux distincts.
Considérons alors I'application qui  une injection f de F dans F' associe I'échantillon

(f (z1 ) f(:ltp}] . Cette application réalise une bijection de I'ensemble des
mjections de E dans F'vers 'ensemble des arrangements de P éléments de F.

Notons AP (E) 'ensemble des arrangements de P éléments de F et CF(E) l'ensemble
des combinaisons de P éléments de E. On peut définir une application
f: AP[E) = CP(E] en associant a chaque arrangement (:1:1, - Ip) la
combinaison {Z1, . .., .’EP} . Pour une combinaison {Z1,- - -, ZP} donnée, les
arrangements qui lui correspondent par f sont obtenus a partir de (.’ﬂ], s g EP) et de ses
permutations. I1 y a donc exactement p! arrangements associés a la combinaison
{ml —— :’L‘F} . Puisque AF(E) est 1a réunion disjointe des ensembles des arrangements
ainsi déterminés. on obtient

Card A,(E) = Card Cy(E) % p!
puis

CardC,(E) = 22— ("

ard Co(E) = 5 gyt = \



