Les suites linéaires d’ordre 2 et la dérivée de fonctions composées

Exercices
1 Applications directes
Exprimer en fonction de 7 les suites définies par :
l.up=uy=1letvn e N, 6u, 1o — Suyr1 = —uy;
2. up=1l,uy=2etVn €N, u,1 o =2up1 —uy
2
3. Soita€,up=0,u;=1etvn e N, u,.p = au,+; — %un.

4. uy=1,up =0etVn € N*, uy10 = —2u,.
5. Défi : trouver les fonctions f % —7, telles que pour tout x €%, f(f(x)) = 6x— f(x)
2 Suites auxiliaires

1
Soit (a,) la suite de nombres réels qui vérifie ap =0, a; =0etVn € N, @, = E(anﬂ +3a,+3)—n.

On cherche a calculer a,, en fonction de 7 et pour cela, on introduit la suite (b,) définie pour tout entier naturel n par b, = a,, —n.

1
1. Montrer que, Vn € N, by, 1p = E(b,ﬂ,[ +3b,).
2. En déduire I’expression de b,, en fonction de n, puis celle de a, en fonction de n.

3. Etudier la convergence de la suite (ay,).

3 La suite de Fibonacci : retour

Soit la suite définie par: ug =1, u; =letVn €N, u,i0 =ty + uy.

n+l1 n+l
1 1 5 1-+vV5
1. Montrerque Vn € N, u, = — ( + f) — ( f)

V5 2 2
) 14++/5 1-+/5
On pourra, pour alléger les calculs, noter a = > eth= 5
2. Déterminer lim tn 1 .
n—-+eo Y,

4 Dérivées de fonctions composés

Pour chacune des fonctions suivantes, 1’exprimer sous forme de composée de 2 fonctions et en déduire, a 1’aide de la formule
de dérivation d’une composée, I’expression de f(x). Vous justifierez la dérivabilité de f sur I.

3
1. fx)= <x+> et I =0, +oo].

()= (et
2. f(x) =exp(y/x) et I =]0,+oo.
3. f(x) =In(Inx) et I =]|1, +oo[
4. f(x)=+/2+1n(x) et I =Je2,+o0.
5. f(x)

= tan ( ) =2, +°o[
(G

6. f(x)=sin +2)) et/ =R,



5 Des problemes génériques

Soit f et u 2 fonctions. (On admettra que les fonctions manipulées sont bien définies et dérivables).

. 1 .
1. Calculer la dérivée de expou, Inou, cosou, sinou, —, u" avec la formule de dérivée de composée.
u

B 1
_flof—l'

2. On considére maintenant que la fonction f est bijective et que f~! est dérivable. Montrer que (f~')’
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