HEC ECS 1 : Nombres réels, niveau 2 :

Exercice 1

Résoudre les équations ou inéquations suivantes d’inconnue x € R :
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Exercice 2

Soit x,y € R : montrer les affirmations suivantes a I’aide des inégalités triangulaires :
1. Si|x| <4alors [x+7| < 11.
2. Sifjx+y| = 6et2 < |x| <3alorsy €] —oo; —3] U [3;+00].

3. (niveau 2) Si u, = |In(n) —e™"| alors |uy4+1 — uy| — 0 quand n — o0

1
(on pourra montrer que 0 < |up41 —uy| < |ln i) +e (1 —e_1> b
n

Exercice 3, niveau 2 :

On considere la relation suivante sur les nombres réels : x est en relation avec y de niveau € si on peut trouver un
nombre réel € > 0 tel que [x —y| <&.

1. Montrer que Ve > 0 x est en relation avec lui méme de niveau €.
2. Montrer que si x est en relation avec y de niveau € alors y est en relation avec x de niveau €.

3. Montrer que si x est en relation avec y de niveau € et y en relation avec z de niveau € alors x est en relation avec z
de niveau € + €.

Exercice 4

On considere I’inéquation d’inconnue x € R : |x — 2| > |x — 3] (%)
Plusieurs méthodes sont proposées pour la résoudre.

1. On raisonne par disjonction des cas pour pouvoir enlever les valeurs absolues. Quels sont les trois cas de figure a
envisager ? En déduire I’ensemble des solutions.

2. Montrer que, pour tous réels x et y, on a : |x| < |y| < x*> < y2. En déduire 1’ensemble des solutions de 1’inéquation
().

3. Représenter graphiquement des fonctions : x — |x—2| et x — |x— 3| . Retrouver graphiquement 1’ensemble des
solutions de I’inéquation (x).

Exercice S
4 a+b
Montrer que pour tous réels a et b telsque 0 <a < bona:a < +Vab < > <b

Exercice 6

n

Soit la suite (u,) définie par u, = kgl o2k 1 Pour tout entier n non nul.
1. Montrer que Vn € N*, T <up < —.
4— 24

2. Peut-on en déduire quelque chose sur la convergence de la suite (u,,) ? Montrer que (u,) est bornée.

Exercice 7

n
Soit la suit défini =
oit la suite (u,) définie par uy, kgl poR?

converge vers une limite que I’on précisera.

pour tout entier » non nul. Montrer grace a un encadrement que cette suite



Exercice 8

Soit 7 un entier supérieur ou égal a 1.

1. Montrer que n! < n".

Dans la suite de cet exercice, on établit une majoration moins grossiere de n! (et aussi une minoration).

n
2. Montrer que [J(n+1—k) =n!
k=1

3. Montrer H Vk(n+1—k)=n!
k=1

4. Montrer que pour tous réels xet ytelsquex > lety>1l,onax+y—1<xy < (%) .

5. En déduire pour tout entier k compris entre 1 et n, un encadrement de k(n+ 1 —k).

n n+1\"
6. Montrer enfin que n2 <n! < 5

Exercice 9

1. Montrer que pour tout entiern > l,ona:vn+1—/n< —— n—1.
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2. En déduire la partie entiere de a = 3 Z —.

& vk

Exercice 10 , niveau 2

Soit x un nombre réel.

1
1. Montrer que Ent(x) + Ent (x + §> = Ent(2x).

n 2k
2. En déduire la valeur de S,, = ) Ent (x—: ) pour tout n € N, puis hm Sy

Exercice 11

Déterminer pour les parties de R suivantes si elles sont majorées, minorées, si elles admettent une borne supérieure,
une borne inférieure, si elles admettent un maximum, un minimum.

1. .2
(niveau 1) A=|0, §[U]§, 1]. (niveau 1) B=10,1]U{-2}. C= { —T—l’n € N}. D= {(—1)"n,n € N}.
n
(="
E= " ,neN . F= {exp(x),x € R}.
Les deux derniers cas pour le niveau 2
1 1
Gz{(—l)"—l—;,nEN*}. H= {x+;,x€R+*}.



