Exercices, niveau 2 : séries numériques

Glossaire : => désigne les exercices a faire chez soi, a correction rapide, ® désigne les exercices a faire chez
soi, mais dont nous ferons la correction complete, % désigne les exercices de niveau 2.

Exercice 1 ©

Dans chacun des cas suivants, donner une expression en fonction de n de la somme partielle de la série de
terme général u, (les suites sont toutes définies a partir de n = 0), en déduire si la série converge puis donner sa
somme en cas de convergence.

3'””:(32;17 4. uy=~/n+1—+/n

1. u,=n 2. Uy = —

Exercice 2

(n+1)2)'

Soit (uy,)nen- la suite définie par Vn € N*, u,, = In (n(n gy

1. Simplifier I’expression S, = Y uy.
k=1

2. En déduire la convergence et la somme de la série Y, uy,.
n>1

Exercice 3 »

Etudier la nature des séries de terme général u,, lorsque :

1 —1)"
1. u,=— 2. U, = ( t") (discuter selon les valeurs du param ‘etre réel t)

n
1 1
3. u, = 2y/ntan (E) 4. u,=1In (l_n—i—Z)
s, _ (atin(m)’ 1

- 6. u, =
" n?2+3n—1 " n

§|

Exercice 4

| =

. . . 1
On considere la série harmonique Y —. On note pour tout n € N*, H,, =
n

\TM:

1
1. Quelle est la nature de la série harmonique ?

2. On introduit la suite auxiliaire v définie par Vn € N*, v, = H, —In(n).

1 1
(a) Démontrer que Vx € R* , T+x <In(x+1)—In(x) < o

1 1 1 1 1 1
En dédui >2, —+-+--+-<1 <l4+-—4—+-- ‘
n déduire que Vn > ,2+3+ +n_n(n)_ +2+3+ +n—1



(b) En déduire que la suite (v,) est monotone et qu’elle converge. On note ¥ = gt}rl vu. Y est appelée la
n oo

constante d’Euler.
(c) En déduire finalement que H, = In(n) + v+ o(1).

Exercice 5 ¥

Ecrire sous forme d’un quotient d’entiers naturels les nombres suivants : 0,9999...; 1,11111...; 0,14141414...

Exercice 6

Soit v, = (—1)"uy, ot (u,),>0 est une suite réelle positive, décroissante et de limite nulle.
1. On considere S, la somme partielle (de rang n) de la série Y v,. Montrer que (Sz,) et (S2,+1) sont adja-
centes.
2. Que peut-on en déduire pour la série } v, ?

(="
+1°

3. (a) En utilisant ce qui précede, déterminer la nature de la série )

(b) Cette série est-elle absolument convergente ?

(c) Notons o la somme de cette série. Montrer que Vn € N, 0 < §, — o < Ml En déduire un script
n

Scilab permettant de calculer et afficher une valeur approchée de o a 0.001 pres.

Exercice 7 »

Démontrer la convergence et calculer la somme des séries de terme général u,,, lorsque :

—1)" 1 —1
1. unzs( ) 2. un:n+ 3.un:n

= ' EYERY (sommer a partir de n = 0)
n!

Exercice 8 »

Etudier la nature des séries de terme général u,,, lorsque :

—1 —1)" 1 20
L owy=e" 2. Uy = — 32U, (n()
-1 n>+n+1 NG
cos(my/n) P41 i
5. Uy = m 6 un:ln n2 7. Uy, = (-1)”1‘ n.

(pour 7. discuter selon les valeurs du parametre réel ¢)

Exercice 9

Soit a un réel tel que a €]0, 1[. Soit (u,),cn définie par : ug = a et Vn € N, uy | = u, — u?.
1. Montrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite.

~+oo
2. Montrer que la série Y u2 converge, et préciser la valeur de ¥ u2.

n=0

_ u
3. Montrer que la série )" In( ntl
u

) diverge.
n
4. En déduire la nature de la série Y u,,.



Exercice 10

Utilisation du critere de négligeabilité : comparaison avec une série de Riemann.

1. Donner la nature de la série de terme général u, =

In(n)

ny/n
1 1

(indication : trouver o. > 1 tel que n(n) =o (—)

ny/n n®

2. Montrer que la série ) est convergente.

m.

3. En s’inspirant de la méthode vue en 2), montrer que la série de terme général u,, = exp(—+/n) converge.

Deux dernieres questions facultatives :

4. Montrer, toujours dans le méme registre, que ), —
na

5. Montrer avec le critere de comparaison des séries a termes positifs que ),

Exercice 11 »

(Inn)’

converge.

- diverge.

-
Va(inn)

Démontrer la convergence et calculer la somme des séries suivantes :

2 n
oy 12 )yt 50y (2D

n>2 3n—l n>1 Sn n>5 (I’l - 1)'

Défi 1 %
Discuter en fonction de o, 3 € R de la nature de la série :
1
1. o
nél(l +2+3—|—...—|—n)

2. Y (VntT—/n)

n=>1

noc

3. —_—
n>1 n? +nﬁ

Défi 2 >

On définit les suites u et v pour tout n € N\ {0;1} par u,, =

v

=" (="

etv,= ——~>

VRISV

n
1. (a) Onpose S, = Y uy. Justifier que les suites (S2,)n et (S2n+1)n sont adjacentes.

k=1
(b) En déduire la convergence de la série ) uy,.

) . 1
2. Vérifier les équivalents u,, ~ v, et u, — v, ~ —.
n

3. Prouver que la série } v, est divergente. (on aura trouvé 2 suites équivalentes dont les séries ne sont pas
de méme nature, d’ou I’'importance de la positivité dans les hypotheses du théoreme associé).



Défi 3
Onpose p=1,P =X, P,=X(X—1),Ps=X(X—1)(X =2), B, =X (X — 1)(X —2)(X = 3).

4
1. Soit P € R4[X], justifier I’existence de o, ...04 tels que P = Y, a;P;
i=0
2. (a) Vérifier que pour tout i, ¥, ’(7) =e
n=0 M:

, +° P(n)
(b) Calculer en fonction de 0, ...04, la somme Y, '
n=0 n:

2

. topnd —p
3. Application : donner la valeur de la somme )’ ‘
n—0 n!




