
Kholles MP 09/11/2021

1 Questions de cours

Donner et démontrer le critère des degrés étagés. Donner et démontrer la formule de Taylor dans un corps contenant Q.

2 Exercices

1. On dit qu’un anneau A est régulier ssi
∀x ∈ A , ∃y ∈ A ,xyx = x

On considère un anneau A régulier et l’on introduit

Z = {x ∈ A|∀a ∈ A , ax = xa}

Montrer que Z est un sous anneau régulier de A.

2. Soit f un morphisme d’anneau de C dans C tel que, ∀x ∈ R, f (x) = x.
Montrer que f est l’identité ou la conjugaison complexe.

3. Montrer que l’ensemble des élélements nilpotents de A un anneau commutatif forme un idéal de A.

4. Soit G =]−1,1[ muni de la loi : a∗b =
a+b
1+ab

.

(a) Montrer que (G,∗) est un groupe commutatif.

(b) ([0;1[,∗) est il un sous groupe de G?

(c) Si on note a(n) = a∗a∗ ....∗a, montrer que pour tout entier naturel n, il existe Pn et Qn tels que pour tout a ∈ G,

a(n) =
Pn(a)
Qn(a)

avec Pn +Qn = (1+X)n et Pn −Qn =−(1−X)n.

(d) Montrer que th réalise un isomorphisme de (R,+) sur (G,∗). En déduire une expression de th(nx) en fonction
de n et x.

5. Soit p un nombre premier. On pose Gp = {z ∈ C|k ∈ N , zpk
= 1}

(a) Montrer que Gp est un groupe pour la multiplication.

(b) Montrer que les sous-groupes propres de Gp sont cycliques et qu’auncun d’eux n’est maximal pour l’inclusion.

(c) Montrer que Gp ne peut pas être engendré par un système fini d’éléments.

6. Bonus : Montrer que a2n−2 ≡ 1[2n] pour a impair. Est ce que le groupe (Z/(2n)Z)∗ est cyclique?

7. Bonus : Que dire d’une suite croissante (pour l’inclusion) d’idéaux de Z? Et de K[X ]?
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