
Kholles MP 09/11/2021

1 Questions de cours

Donner tous les sous groupes additifs de Z.
Décrire aZ+bZ où a,b ∈ Z∗.

2 Exercices

1. On considère l’anneau
A = {m

n
|m ∈ Z et n ∈ N∗ impair}

.
Montrer que A est un sous anneau de (Q,+,×) et donner ses éléments inversibles.

2. Soit K un corps fini. Calculer ∏
x∈K∗

x

3. On considère un sous anneau A d’un corps K tel que, ∀x ∈ K, x ∈ A ou x−1 ∈ A. On considère ensuite I l’ensemble
des éléments non inversibles de A.
Montrer que I est un idéal et que tout idéal de A est inclus dans I (sauf A).

4. Soit E un ensemble et A et B deux parties de E. On définit A∆B = (A∪B)\ (A∩B). Montrer que (P(E),∆) forme un
groupe et déterminer son élément neutre ainsi que le symètrique de A quelque soit A.

5. Soit n un entier naturel non nul, et (e1, ...,en) la base canonique de E = Rn.
On note ti = (1 i) ∈ Sn. Pour s ∈ Sn, on définit us(ei) = es(i).

(a) Montrer que (t2, ..., tn) engendre Sn.

(b) Intérpréter us quand s est une transposition.

(c) Soit s = (1 2 ... n). On suppose que s est la composée de p transpositions. montrer que p ⩾ n−1.

(d) Quel est le cardinal minimal d’une famille de transpositions génératrice de Sn ?

6. Bonus : Montrer que a2n−2 ≡ 1[2n] pour a impair. Est ce que le groupe (Z/(2n)Z)∗ est cyclique?

7. bonus : Que dire d’une suite croissante (pour l’inclusion) d’idéaux de Z? Et de K[X ]?
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