Kholles 21/03/2022

1 Exercices

1. Résoudre sur R :
sh(x)y' — ch(x)y =1

2. Résoudre le systeme différenciel suivant : X' =x—zety =x+y+zet7 = —x—y+z.

3. Le but de cet exercice est de calculer la valeur de I = f0+°° @dl. Pour chaque entier n, on note

- /n/Z sin ((Z.n—i— 1)) gt et — /n/Z sin ((2n+1)1) u
0 sint 0 t

(a) Justifier que, pour tout n > 0, I, et J,, sont bien définis.

(b) Montrer que, pour toutn > 1, I, — I, = 0. En déduire la valeur de I,.

(¢) Soit ¢ : [0,7/2] — R de classe C'. Montrer, A 1’aide d’une intégration par parties, que f(;f/2 0(t) sin ((2n+1)r)dt
tend vers 0.

(d) Démontrer que la fonction ¢ — % — 511? se prolonge en une fonction de classe C! sur [0,7/2].

(e) En déduire que J, — 1, — 0.
(f) Démontrer, en utilisant un changement de variables, que J, — 1.

(g) En déduire la valeur de 1.

—+oo
4. Soit ¥ a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme f. Exprimer ¥ a5,z>" en fonction de f
n=0
~ +°o
pour |z| < R. De méme avec Y a3,z
n=0

5. Donner le rayon de convergence des séries entieres suivantes :

@ Y =

n=0"""

® Y

n=0

(©) Y sin(n)?"
n=0

@ Z sin(zn)zn
n>1 n

6. Soit (f,) la suite des fonctions donnée par

3n

Vn>2 VxeR, f,(x) =(—=1)"In(n)x"

(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ) f,

(b) Montrer que
_ 1 R n+1 1 +1
= H_X(Z(—l) In(14=)x"")

n

Vel —1,1[, S(x)

n=1
(c) En déduire que S admet une limite en 1~ et que :
o0

lim 1(2‘4(—1)”*1111(14%))

x—1-2 =1

1



(d) Calculer la limite ci-dessus en utilisant la formule suivante :

I Ix...x(2n—1) 1
im =
n—4e 2 X ... X2n

7. Bonus : On considere 1’équation différentielle.
(E):y" +cos*(t)y=0

(a) Justifier I’existence d’une solution u de (E) telle que u(0) =1 et «/(0) = 0.

(b) Démontrer I’existence de deux réels o,  vérifiant a0 < 0 < B, u/(a) > 0 et u’(B) < 0.
En déduire que u posséde au moins un séro dans R* et RY .

(c) Justifier I’existence de réels y = max{t < 0| u(t) =0} et § = {r > O|ut) = 0}.

(d) Soit v une solution de (E) linéairement indépendante de u. En étudiant les variations de W = wv' — u'v, montrer
que v posseéde un zéro dans |9, 7[.

(e) Soit w une solution non nulle de (E), démontrer que w admet une infinité de zéros. On pourra introduire pour

n € N la fonction
wy: R =R, t— w(t —nm)



