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1 Exercices

1. HEC 2019 :

Dans 'exercice {£,{ | )) désigne un espace euclidien de dimension n € IN* et B = (ey,...,8,) une
base de E.

1. Question de cours : énoncer le théoréme de réduction des endomorphismes symétriques Jd'un
espace euclidien.
i)
2. Soit f lapplication de E dans £ telle que pour tout x de E, f(z) = 3 {ex |z} ex.
k=1
a) Montrer que f est un endomorphisme symétrique de E.
b) Montrer que toutes les valeurs propres de f sont strictement positives et en déduire que
| est bijectif.
3. Scit p un entier naturel non nul et x,,..., o, des nombres réels deux & deux distincts.

Montrer que i'application & de IR,_,[X | dans IR? définie par
YP <R, [X], 6(P)=(Plxi),..., Plxp))
est bijective.
4. a) Calculer, pour 3, & entiers compris entre 1 et n, le produit scalaire (ey | f“{ej-]},
b} Justifier I'existence d'un polynome P tel que g = P(f) vérifie gog= 1.

c¢) Pour un tel endomorphisme g, montrer que (g{e),. .., g{e,)) est une base orthonormée
de E.

2. (Bonus)

(a) Montrer que pour tout entier naturel non nul #,

n(n+1)v2n+1
2V3

(L) (£)>

(c) En construisant le bon produit scalaire, déterminer le minimum de I’expression [ e~ (¢> — at> — bt — c)*dt.

f k<
k=1

(b) Montrer que pour n # 0 et xp,...,x, >0
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