Défi pour la kholle MP sur les séries
Partie I1. Séries harmoniques #lacunaijres 3

Dans celte partie, on éludic des séries numériques obtenues a partir de la série harmonigque divergente E l
i
nzl
par effacement de certains de ses termes.

FPour toute partie G de N*, on note 1g la fonction indicatrice de G, ¢’est-t-dire la fonetion définie sur N* 4

valeurs dans {0, 1} telle que : Yk € N*, 1g(k) = {‘]j é" keg .
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Pour toul entier n supérieur ou égal & 1, on pose : VG C N*, hy,(G) = z
k=1

1g(k)
k

Dans la question 5, on étudie deus cas de convergence et la question ( est consacrée & un cas de divergence.

5.Ompose: D= {n?*;neN}et T={n" neN}.
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a) Exprimer h, (D)} & Paide d*une somme partielle de la série de Riemann Z -3
nzl

+oa

et caleuler la somme Z
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b} En déduire la convergence de la suite (hn (D)]ueN'

¢) Justifier que DN T est 'ensemble des entiers m pour lesquels m/® € N*.

Pour traiter cette question, on admet que la racine carrée d'un entier noturel qui n'appartient pas é@ D est

un nomhre irrationnel, ¢’est-d-dire, un nombre qui ne peut pas s'éerire comme le guotient de deuz entiers.
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d) Montrer que la suite [hn[D J ’T}:IﬂEN_ est convergente et exprimer la somme z %{] 4 D'aide de
n=1
certaines valews de la fonetion £,

6. On note T I'ensemble des entiers naturels impairs : T = {2n—1;n € N*}-

a1l 1 1
P‘uu.l'I,Llut'ﬂ.Cl"'.'-HIIPDS[::""":_/;l (27;——1_23—1)dt.
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a) Pour tout n € N*, établir I'encadrement : 0 € u, € 2n-1) .
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b} Montrer que pour tout n € N*, on a: h,(I) = Z e ./ 1 -1 @
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=
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¢} Pour tout n € N*, justifier 'encadrement : 0 < In L 2| Z i 1)} —-
n 2

d) Montrer que la série de terme général u, est convergente.
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On pose : § = Zu,.. Etablir I'égalité : n_lirEm (ha(Z) —In(y/n)) = 6.
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¢) Pour tout n € N*, montrer que 1'on & : Z wp <
k—n+l

f) Justifier pour tout entier n 2 3, l'encadrement : — lﬂ €8~ (ha(Z) —In{v/n)) L

n—2




