Chapitre 23 : Séries numériques.

1 Rappels sur les sommes

On rappelle les formules sur les sommes suivantes :

p
Proposition 1.1. Soit n € N, soit g € R\ {1} et soit (u,) une suite de nombres réels :

n 1— n+1 n __ nombre de termes
L ygd=—L—ey ¢=go-—1

k=0 l—q = 1—¢q

@ 1 n DN2n+1
2 3 k:n(n+ )et > k2:n(n+ )(2n+1)

k=0 k=0 6

n
3. X Mgy — Ug = U] — Ug
k=0
. J

Remarque 1.2. On veillera a voir quels sont les variables muettes ou non (c’est a dire celles qui n’apparitront plus une fois

la somme calculé) : par exemple : Z 2% : k est muet et n ne 1est pas.

k=0
n+1 _3nt+2
Exemple 1.3. 1. Z 3k = %:2x3”+2—2
nt4 2 nid 1 1 17(1/3)"+1 2.3 1
2. 7_2 = — S(1—=(1/3)" ) = —(1—(1/3)""!
1 1 +1
Or remarque que §(1 —(1/3)+1) — 5 et donc Z 3k converge vers 1/9.
k=0
1 1 4
3. 23 —p—3 T/ n(n+1) 2(n+1):w
=0 2 2
1)(3n+4 n
De plus, (n—i_)(zn—i_)%—i—oo donc Y} 3;j—2 diverge (vers +o).
j=0
no] 1 1
4. -1l
N A () A PR
no 1 1 1
Donc: Yy ————5 —lcarl———= — 1.
onc 21 2kt — 1 car CESIE —
k+1 n
5. zzn( + )= ¥ In(k+1)—In(k) = In(n+1) — In(1) = In(n+ 1) — +eo
k=1

2 Généralités

Définition 2.1. On dit qu’une série de terme général u, € R, n > 0, notée Y u,, est convergente si la suite des sommes
partielles S, = Y7o ux a une limite S quand n tend vers I’infini. Cette limite est encore notée Y.~ qu,. Dans le cas ol la
suite (S,) n’a pas de limite la série est dite divergente.

Etudier la nature d’une série )" u, c’est déterminer si elle converge ou si elle diverge.

Définition 2.2. Dans le cas ou la série ) u, converge et S désigne sa somme, on appelle reste d’ordre n de la série le
nombre R, = § — S, noté encore Y ;| uy.

Remarque 2.3. La suite (u,) peut n’étre définie qu’a partir d’un certain entier ng et étudier la série Y u,, (n > ng) c’est
étudier la convergence de la suite des sommes partielles };_,, uy : de plus, il est évident que les premiers termes ne changent
pas la nature de la série.
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Exemple 2.4. Si on reprend les exemples précédents :
n+1 1 —3n+2

1. z;3k:ﬁzzx3"+2—2—>+oodonclasériez3k diverge.
k=0 -
ni4 2 ni4 | 11—-(1/3)*t 2 3 1 1 ,
2. Y —=2Y (3)ff=2x 57— = x (1 —(1/3)"") = ~(1—(1/3)"") — — et donc la sé 3k
Loy~ 2L G =2y T gy <13 = g = (/3] = 5 et done la série }
too D
converge et la somme de cette série vaut : ). 3= 1/9.
k=3
| 1 1
3.y 5——s=1—0s
,Elnz (n41)2 (N+1)2
D %1 L 14 zl ! t1 de cette séri t+z°°1 ! 1
onc : — onc ) — — ———— converge €t la somme de cette serie vau — 05 —
amin? (n+1)? n?  (n+1)? g min? (n+1)?

4. Bien sir, si on peut calculer la somme partielle, il suffit de regarder la limite de la somme partielle pour savoir si la
série converge ou non, il est plus délicat dans le cas ou cette somme est difficilement calculable : nous verrons des
outils a ce sujet dans les parties suivantes.

(Proposition 2.5. Sila série Y u, converge, alors la suite (u,) tend vers 0 quand n tend vers I’infini. )

Remarque 2.6. Ceci équivaut a dire que, si (u,) ne tend pas vers 0, la série diverge. On dit alors que la série est grossiérement
divergente.

Attention : Le fait que (u,) tende vers zéro ne suffit pas pour que la série Y u, converge comme le montre I’exemple de
la série harmonique.

Exemple 2.7. ) 2" est une série divergente grossiérement.

Proposition 2.8. Soient (uy,) une suite de réels et (S,) la suite des sommes partielles : on a pour tout n € N* :

Up = Sn—Sn—1
. n n—1
Démonstration. C’est évidentcar S, —S,—1 = Y, ux — Y, up = u,. L]
k=0 k=0
4 N\

Proposition 2.9. Si Y u, et Y v, sont deux séries convergentes de nombres réels alors, pour tout nombres réels A et u, la
série Y (Auy + uv,) est convergente et l’on a

oo

Y Mty +uve) =AY un4p ) v
n=0 n=0

n=0
\ y,

( )
Corollaire 2.10. L’ensemble des séries convergentes est un sous espaces vectoriels de [’espace des suites réelles. En

particulier, c’est un espace vectoriel.
.

J

Remarque 2.11. Cette proposition montre que la somme de deux séries convergente est convergente. De méme, la somme
d’une série convergente et d’une série divergente est divergente. Attention : on ne peut pas conclure en général quant a la
nature de la somme de deux séries divergentes.

3 Les séries de référence

Proposition 3.1. Soit g € R alors la série de terme général q" converge si et seulement si |q| < 1. De plus,

Jf a1 f n_ oy | “f o g
q9 = q =9 et q =
n=0 4 n=ny l—q n=N+1 l—¢




1— N+1—ng 1_qN+l—n0

Démonstration. Onaque Y, ¢"'=q™ 1 et donc comme g™ 1 converge ssi |g| < 1, et la somme de la
n=ny - —q
- g 1
série vaut ), ¢" =¢g"
n=ny 1 -
De plus, la premiere formule se trouve en prenant ng = 0

1 1— n+1 n+1
Deplus, R, =S-S5, = — T _9 U
l-qg 1—g¢q l—q

1 te 1 1

Exemple 3.2. La série ngo on converge et nZO = s =2

3
La série Y (=)" diverge.

n=0 2

1 1 3?27
La série n§43— converge 5 m = 5 = 5
( )

Proposition 3.3. Soit q € R alors les séries de terme général ng"~" et n(n—1)q"~? (appelées séries premiére et seconde
de la série dérivée) converge si et seulement si |q| < 1. De plus,

Jri‘jnqn_l N = @ Jion(nf g %= g
n=0 (1 —Q) n=0 (1 _q)

| 7

Démonstration. Si |q| > 1 : divergence grossieérement, nous considérerons alors g # 1.
Soit N € N.

n+1 N _ Dx"(1 — l_xn-H
On pose Vx € R, f(x) = Zxk— etdonc Vx € R, f/(x) = ¥ kak~! = (nt x ((1 x));—( )
k=0 —X
o Lo @+¢)(1*®%%1*¢“) q q
Ainsi ¥ kgk =g ¥ kg1 =¢ = g1-m+1)(1—¢q))+1)—
L L e (1—q)2( (I=(n+1)(1=g))+1) e
De méme pour le second cas. O
n(n—1) . e TP 5
Exemple 3.4. 1. Regardons Y, B TE : on reconnait une série dérivée seconde de la série géométrique de paramétre
n=0
T —1 2 2
1/2 qui converge donc et de plus : n);o n(nzn ) = 1127 I = 16.
8
2. Regardons la série ) M
n=3 3"
n 1N n N 1 0 1 2 1 N 1 2 1 1
Onaquequeng T T (Z T T R T S DA L T 1_5)_>§((1—1/3)2_

n
2 19 5 3 5 1
— g) = g(z — §) 170" 36 (on a utilisé le fait que Z v converge comme série dérivée de la série

géométrique avec g = 1/3 €] — 1,1[)
Ainsi la série ) n converge et EO ! !
— conv Z - L
e T S S T

3. Regardons : ¥ n’x".
n>0

Z n’x" = Z n(n—1)x"+ Z nx" = x? Z n(n—1)x"2+x Z nx"~! Donc cette série converge ssi |x| < 1 et de plus,
=0 n=0
2x2 x 2x +(1—x) x4 x?
2xn — —
,Eo” =0 (=02 (-07 (-7

( )

Théoreme 3.5. (admis mais prouvée plus tard) Pour tout réel x, la série de terme général — converge et
n!




n

Exemple 3.6. 1. Regardons Y : cette série converge et sa somme vaut e'8.

n=0 N
22n+1 22n+1 4n
2. Regardons Y : On remarque que =2— etcomme :
n=>1 n! n!
N 22n+1 N 4n N gn
Y =2y —=2(Y ——1)=2(e*-1)
n=1 n! n=11n! n=0 1!
22n+1 too 22n+1
Ainsi Y, converge et ). =2 -2
n>1 N: n=1 n!
1 1 1
3. Regardons ), nrl : on remarque que ntl_ +—
ns0 ! n! (n—1)! !
Nnp+l N N1 N n N1 N 1 N 1 N-11 N |
Donc }, :Z*"“Z*:Zj‘FZ*: '+Zj22j+2——>e+e:2e
=0 n! n—on!  ,—on! ,Zin! ,Zon! ,Zi(n—=1)! ,Zon! ,Zon! ,Zon!
‘e ten+1
Donc la série converge et sa somme vaut ) ' =2e
n=0 T

1
Proposition 3.7. On appelle série de Riemann une série de terme général — avec s € R (et n > 1).
n

Cette série converge ssi s > 1.

Démonstration. On remarque directement que si s < 0 alors la série diverge grossiérement !
1 1 1

X

(n+1) ~t "

1 n+1 1 p n+1 1 J n+l 1 4 1
= G dxX S —dx < —dx=—
(n+1) /n (n+1) * /n e /n T

Ainsi en sommant cette inégalite entre 1 et N € N :

Soit s € R . Soit n € N*, alors pour tout ¢ € [n,n+1] :

Ainsi

1 SILUETTER S N S
——1= < —dx<y —
(N+1)S+ng’1ns ng’l(n—i—l)Y /1 e n;ns
Ainsi N N N
1 1 1 N+ 1 N+ 1
— ) ——1= < —dx< ) —< —dx— ———+1
(N+1)5 = ns n;(nﬂ)s /1 o n;ns /1 o (N+1)S+
On remarque
-1 N+l -1 1
—_— si s>1 + si s>1
N1 | [(s—l))c“l]1 (s=1)(N+1)s1 (s—1)
/1 ;dx = [ln(x)]jl\ll+1 sio s=1 = lln(N+ 1) | sio s=1
— N+1 — <1
[(s—l)s5*1]1 sios<1 GoDNE + o) si s
1
si s>1
R

o0 si o s<1

N1
Ainsi par comparaison, si s < 1, E — — oo
n
n=1

N

. 1 . . . . . N1
Si s > 1, alors (Z T) N est une suite croissante, majorée donc converge. Ainsi on voit que (Z T) N converge quand
f n
N — +oo si et seulement si s > 1. O

1 1
Exercice 1. Défi : En regardant [;' ma’t, montrer que la série ) W est convergente.
n n(ln(n
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1
Exemple 3.8. 1. ¥ — diverge par criére de Riemann (s = 1)
n

1
2. Y. — converge par criere de Riemann (s = 2)
n

3. Y.n'/2 diverge par criere de Riemann (s = —1 /2) (évident car elle diverge grossiérement).

4 Séries a termes positifs

Remarque 4.1. Dans le cas ol u,, > 0 pour tout n, la suite des sommes partielles (Y.}_ ux), devient croissante et donc : soit
elle converge vers / finie et sinon elle diverge vers +oo
De plus, elle converge si et seulement si (Y.}_ ux), est majorée (attention les sommes partielles, pas la suite).

-
Proposition 4.2. (admise mais simple a démontrer) Soit u et v deux suites telles qu’a partir d’un certain rang,
0<u, <y

Si la série de terme général v, converge, alors la série de terme général u, aussi.
Si la série de terme général u, diverge, alors la série de terme général v,, aussi.

| J
1 1 1 1 .y :
Exemple 4.3. 1. Regardons }, — :on a 0 < — < — et comme Y}, — converge par critere de Riemann
nn—1) nin—1) = n? n?
1
(s =2) alors }, —— converge aussi.
nn—1)
2. 1l est possible de montrer que pour tout x € [0;7/2] :

2x .
— <sin(x) <x

2 2
Donc pour tout n € N* : sin(1/n) > p— (car 1/n € [0;7/2]) et donc comme Y, o diverge alors Y sin(1/n) diverge.
n n

1 1
De plus, 0 < sin(1/n*) < 1/n* et donc comme Y. — converge par critére de Riemann alors Y. sin(— ) aussi.
n n

Proposition 4.4. (admise mais simple a démontrer) Soient u et v deux suites réelles telles que v est positive a partir d’un
certain rang et u, = o(vy)
Si la suite de terme général v, converge alors la série de terme général u, converge aussi.

Remarque 4.5. Attention, la proposition ne dit rien sur le cas de la divergence des séries.
Attention I’hypothése de la positivité de v est importante.
2
—n

Exemple 4.6. On a que e = o(1/n?) car =n’e”

1/n?

n2

1
— 0 par CC et donc ):e*”2 converge car ), — converge (Rie-
n

mann).

Proposition 4.7. (admise) Soient u et v deux suites réelles telles que v est positive a partir d’un certain rang et u, ~ v,
Alors les séries de terme général uy, et v, sont de méme nature.

Exemple 4.8. 1. Onaquesin(l/n) ~1/net1/n>0donc comme Y 1/n diverge alors } sin(1/n) diverge aussi. De la
méme manigre Y sin(1/n?) converge car sin(1/n*) ~ 1/n?

2. Etudions : ¥ cos(1/2") — 1
1 1
Comme cos(1/2")—1 ~ —(ﬁ)2 =~ et comme Z_ﬂ converge et est de signe constant alors Y cos(1/2") — 1
converge aussi.
, 3 1 2
3. Etudions Z\/ﬁsin(n)cos(nf;) :
2 3 1 2 31 3 3
Comme cos( 7:) — 1 alors —=sin(—)cos( n) et donc comme >0et) —+
n

vn NaGE /2

. . ! 2r
critere de Riemann avec s = 3/2, alors }, —=sin(—)cos(—5 ) converge.
n n

i
5

n2 3/2 converge par



4. Etudions ¥ mrs siaeR:
nt+n

2 2 2
2 1 1 1 2
Comme ks ol sia < 1 et donc comme — > 0 et que Y, — diverge, Y, s diverge.
n+n+1 n n n n nt4+n+1
n?+2 n? 1 1 1 n?+2

Sia>1alors —— ~ — = —— et donc comme — > 0 et que Y —— converge ssi a > 3 alors
n“+n+1 n¢ ne—2 n que ¥, na—2 g )y

converge ssi a > 3 au final.

n“+n+1

Remarque 4.9. Les propositions fonctionnent encore dans le cas ol v est négative a partir d’un certain rang : il suffit qu’elle
soit de signe constant.

Méthode pour la convergence d’une suite :
Ici, nous traiterons le cas d’une méthode pour justifier la convergence d’une suite a 1’aide d’une série (la suite pouvant étre
la suite des somme partielle d’une série).

N
Onregarde Y u, —u,_; = uy — up : par exemple :
n=1
no1
On considere la suite (u,) définie par u, = ( Y, %) —In(n+1)
k=1
1 1 1
On calcule uy, —u,—1 = — —In(n+1)+in(n) = — —In(l+-)
n n n
1 1
On montre que (chapitre sur les développements limités a venir) — — In(1 + —) ~ )
n n n
N 1 N
Or ¥ 2 converge par critére de Riemann (s =2) et donc ¥ u, — u,—; = uy — u; converge : donc (u,) converge.
n=2 <N n=2
S Convergence en valeur absolue
@éﬁnition 5.1. La série de terme général u, converge absolument si la série de terme général |u,| converge. >

Théoréme 5.2. Si une série converge absolument alors elle converge.
Attention, la réciproque est fausse.

Démonstration. Soit (u,) une suite telle que Y |u,| converge.

u si u, =20 —u si up, <0
OnposeVneN,uj:{ " "z etu:{ S "

0 sinon 0 sinon
Ainsi pour tout n € N, u, = u;} —u,, .
Ainsi il suffit de montrer que Y u; et Y u, convergent pour montrer que ¥ u, converge
Orvn eN, 0 < u < |uy| donc ¥ u; converge par CSTP. De méme pour Y u;, .
Ainsi Y u, converge.

Dep]us"Zul’l‘:‘Zun_zun‘glzun’—i_‘zun’:Zun+zun:Z’un" [
n=0 n=0 n= n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
... cos(n) cos(n)
Exemple 5.3. 1. On étudie ) ——. Regardons ) |—>—|:
n n

cos(n) 1 cos(n)

Comme 0 < |———| < — alors par comparaison de série a termes positifs (CSTP), ¥ |——
n n n

cos(n)

Y. —,— converge absolument de donc converge. Ce modere de rédaction est classique car I’étude se ramene donc

| converge et donc

aY |u,| qui est une série & termes positives. Attention néanmoins, certaines séries convergent sans converger absolu-
ment :

2. On peut montrer que Y,

(=D" (=1)" :
converge mais ne converge pas
n n

1
converge alors que Y — diverge : donc )
n

absolument.



Proposition 5.4. Si Y |u,| converge alors

o0 ~+oo
‘ Z Un| < Z |4
n=ng n=ng
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