HEC ECS 1 : Sommes, produits, factorielles, bindmes de Newton

1 Les sommes

1.1 Sommes simples

Notation 1.1. Pour tout entier naturel » non nul, si x,xp,...,x, désignent des réels ou des complexes, la somme x; +x3 + ... + X, se

note symboliquement :
n
Zxk ou Z X ou Z Xk
k=1 ke([1;n]) 1<ksn

k est I’'indice de sommation, 1 et n sont les bornes de la somme.
Plus généralement, on définit :

n
Xp+ .o txp = Zxk

k=p
De méme, pour / un sous ensemble de N, on définie } x; la somme des x; ou k parcourt toutes les valeurs de /.
kel
Remarque 1.2. 1. Si I =0 alors la somme est nulle.

2. L’indice k est muet, on a

n n n
IEED IR 3
k=1 j=1 z=1

Exemple 13. 1. ¥ VAT T—vE= V53— vE+v6— V54T vV6+vVE—VT+v0—vB=a-VE=3-2—1
k=4

5
Y (k+1)2—(k—1)>=22-0732-124+42 22452324642 =36+25—1=50
k=1

Y 2=2x(n-3+1)=2(n—2)=2n—4
k=3

2. Ecrire avec le symbole Y’ les sommes suivantes :

1 200 ]
@ 33 T3 T T 200x 201~ k(L T)
11 1 1 1 (=)
0 J e
R TR U TR Sy
n n
© 1=gH+q =g +...+(-1)'¢"= L (=D'¢"= ¥ (~9)""

Proposition 1.4. Soient (a;)ics, (bi)icr 2 familles de complexes et A € C. On a :

Z(ai+bi) = Za,’-i-z et ZM, = KZai

iel i€l i€l el iel
Démonstration. On remarque : La preuve est facile, cela s’écrit avec les ... . O
Remarque 1.5. La relation de Chasles pour les sommes s’exprime :
m p m
Yo-Ya+ ¥ a
i=n i=n i=p+1
pour n,p,m € Navecn < p < m.

Proposition 1.6. Les changements d’indices



1. Soit 2 entier naturels n et p avec n < p et m un entier (positif ou négatif), alors on a :

n+m

Zxk+m— Z Xi

i=p+m

On a alors effectué le changement d’indice i = k+ m.

2. Soit 2 entier naturels n et p avec n < p et m un entier tel que m = n, alors on a :

n m—p
Z Xm—k = Z Xi
k=p i=m—n

On a alors effectué le changement d’indice i = m — k.

2n ét 2n+1 ej—l 12n+1 pJ
Exemple 1.7. 1. Par le changement de variables j =i+ 1: Z =Y 5 =-YX 5
( + 1) j=2 ] € j=2]
n n—1
2. Par le changement de variables j =n—k, ¥ (k+1)vVn—k=Y (n—j+1)/j
k=1 j=0

Remarque 1.8. Les autres changements de variables sont dangereux car risque de changer le nombres de termes de la somme.

Proposition 1.9. Les sommes usuelles On a les résultats suivants pour n € N :

u , nn+1)2n+1) &, 1—g*!
k;k: ) Zk . et k;)q e
avec g € C\ {1}
n+1 n+1 n 1)(2 1
Exemple 1.10. 1. Par le changement de variables j =k—1, Y, (k2—2k+1) =Y (k—1)2: y j2: n(n+1)2n+1)
k=2 k=2 i—
ntl "“ 1 1+1 1 1+1)(2 1)+1 1 2
(n+l)( 2)(2n+3) 3n 2n+3 (n—3)
e :(n+1)(n+2)[6 g |=(n+1)(n+2) e

3. Soit ® une racine de I’unité n-ieme, c’est a dire un complexe telle que w”" = 1. Calculer 1 + @+ 0> + ...+ " = Z of =
] - 1

-0 1-o

Perspectives 1.11. Les sommes télescopiques

n 1 1 1

Calculons : kZl KK+ 1) en calculant : P
1 I k+1-k 1 cd
—— et donc :
k k+1 k(k—l—l)  k(k+1)
i 1 B Z 1 1 1+1 1+ +1 I 1
S k(k+1) Sk K+l 1 22 37T T arl 0 nrl

Une somme de la forme Z (ap, ai+1 — ai) est appelée somme télescopique. on a que :

=p

n
kZ (ak+1 _ak) = (ap-i-l _ap) + (ap+2 _ap-H) +...+ (an _an—l) + (an+1 _an) =dap+1 —4ap
=p

Exemple 1.12. i In (1 - 1) = i In <k_1> = i In(k—1)—In(k) =In(1) —In(n) = —In(n) = ln(l)
k=2 k) k= k k=2

n

1.2 Sommes doubles

L’espressions somme double est employée lorsque la famille sur laquelle porte la somme est du type I = [[1; p]] x [[1;n]]. Par
exemple :
P2Q2—-j)=..=-30
(i.J)€([1:21]x[[3:5]]
Les 6 termes de la somme correspondent aux couples d’indices : (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5).
2



Proposition 1.13. Soient n,p € N, I = [[1, p]| x [[1;n]] et (i j) (i j)er une famille finie de complexe, on a :

i7j)

Y, aij= i i aij = Xn: fai,j

(i.j)el i=1j=1 j=li=1
Démonstration. C’est trivial : il suffit de grouper les termes d’indices i (ou j) fixés. O
n o n n n n n 1 1 1
Exemple 1.14. Calculons Y i+j=Y Yi+j=Y ity | = Z(m’+n(n+ )) _ et )+n”(”+ ) _
(i) elltn])? i=1j=1 =1 \j=1 j=1 i=1 2 2 2
n?(n+1)
non n n n 1 1 1 2 1)? 1 2
Caleulons ¥ ij— 3 Zij:Zi):j:):in(th ) _n(n+1)nmn+1) n*(n+1) _(n(n—i— ))
(i,j)€[[1:n]]2 i=1j=1 i=1 j=1" =1 2 2 2 4 2

2 Les produits

Définition 2.1. Soit (a;);c; une famille finie de complexes ol  est une sous ensemble de N. On définit : [] a; le produit de tous les
icl
nombres de la famille. .
Sil = [[1;n]] on peut noter [Ta; = [T a; =a; X ... X ay.
i€l i=1
De plus on définit n! = [];_,. (on définit par convention 0! = 1).

!
Exemple 2.2. Calculons [T}_, k = 6! = 720 Calculons [T}_;,  k = n—‘
L

Proposition 2.3. Soit (a;)ics et (b;)ics 2 familles finies de complexes avec I = [[1;n]] et A€ C. Ona:
n n n n n
H)\.Cl,' = X"Hai et H(aib,-) = Ha,- X Hb’
i=1 i=1 k=1 k=1 k=1

n .
Remarque 2.4. Supposons a; # 0, Vi € [[1;n]], [T dir1
i=1

n n
=% Dpe plus, on a que, sia; >0, Vi € [[1;n]], In (H ai> =Y In(a).
a; ay i=1 j

L 2
Calculons alors ] €% :

k=1
n n 7 1)(2 1
g (knl 66k2) N kg ln(e6k2) - 1;'1 ok = 6n(n+ )6( ot =n(n+1)(2n+1)
n n
Ainsi ] ¢ = exp(In( T ¢%°)) = exp(n(n+1)(2n+1))
k=1 k=1
n
Exemple 2.5. Calculons: [] 5=5",
k=1
n
[1(-1)=(=D",
k=1
I-nl 5 x 4k — g7« g2+ An — 50 gn(n+1)/2
k=1
et(défiy: T[] ij=n'?
(i./)€l[1:n]2

3 Factorielles et coefficients binomiaux

Définition 3.1. Soient n et p 2 entiers naturels avec n > p. On définit le coefficient binomial "n parmi p" par :

(Z) B p!(nni p)!

Par convention, si n < p alors (Z) =0.

Exemple 3.2. L (5=4(0-= y =35.
2. Caleulons, avee n > 2, () = 1, () =m (3) = "L (1) = () = vt 1) = "
(0!
3. Calculons, avec n € N*, (Zn") =0



Proposition 3.3. Soient n,p € Navec p > n
1.

(c’est la formule de Pascal)

Démonstration. Soientn,p € Navec p >n:

(") = " S —

(n—p)l(n—(n—p))!  (n—p)'p!

() + (0 = m_ n __ nilpt1) n!(n—p) _nl(p+l4+n—p)  nlntl)

- ( +f)!v(n_p)! (p+Din—p=1! (p+Din=p)! (p+Dn—p-1!  (p+Dn=p)t  (p+Dn—p)!
n . _ (n+l

(p+Dl(n+1—(p+1))! _(p+1) 0

Perspectives 3.4. Triangle de Pascal

Remarque 3.5. 2 autres formules sont souvent utilisées en exercices, mais leur démonstration est a maitrisée

1’ ()2
L)) =6)0)

avec p,n € N*.
2. Soientn,/,pe Navecp<I<n:

. My N (n—1)! _ n! _

Démonstration. p(pfl) T op—Dln—1—(p—1) _ pln—p)! (p)

N l! n! _ n!

() (1) = pll—p)! (n=0)1'  plp—D(n—1)! “

(I E— = = () 0
PP pln—p) (1= p)(n—p—(I—p))!  pl(I—p)l(n—1)! 7"

Théoreme 3.6. Le binéme de Newton Soitn € N.Va,be C, ona :

(a+b)" =Y

k

n

(Z) akpnk

(=]

4



n
Démonstration. On prouve par récurrence la propriété : P(n) : "(a+b)" = Y. (})a*b"*"

I:n=0,(a+b)’=1et z (2)akpO* = (0)a’p® = 1.
H : supposons qu’il ex1ste n tel que la propnete est vraie au rang n et prouvons laaurangn+1:

(a+b)n+l (a+b) (a—|—b) (a+b) Z () kbn k_a Z () kbn k—|—b Z (k)akbrz k _ f“ (k)ak+lbn—k+ i (Z)akbn-‘rl—k
k=0 k=0 k=0
De plus, par le changement de varlables ] =k+1,

n n+1 n+1
B (et ="E ()00 ="E (7, athr
k=0 = k=1
n+1 n n n
Ainsi (a+b)"+l — kgl (kﬁl)akbn-i-l—k +k§0 (Z)akb”+l_k — an-H kg‘l (kfl)akbn-&-l—k +k§‘1 (Z)akb"+l_k +b"+l —
n+1
i + Z akprt1i—k ((k 1) + ( n )) +bn+l =y (n-llc-l) akprtl—k
k=1 k=0
Conclusion : la propriété est vraie au rang O et est héréditaire, elle est donc vraie pour tout n € N. O
Exemple 3.7. 1. Calculons : (a+b)? = a*+2ab+b?,
a+b)} =d*+3a’*h+3b*a+ b,
(

)
(a+b)* = a 4 +4aPb + 6a°b* 4 6b%a + b*,
(a—b)*=a* 4a3b+6a2b2 6b%a+ b*,
(x+1)

x+1 n:kgo(k)xk: ; (k)xn_k

0
2. A=Y (=% (N1FF = (1+1)n =2,

kjo k=0
B= kgl (D (=Df=(1+(=1))"=0cet

n—1 n
Par le changement de variables j =k+ 1, C = kgl () = j; "N =x (-0 -h - =0+ -2-
(n+1)=2"—n-3.
n—1 n—1
3. Va,beC, (a—b) z a1k = z a1 a—b)= ¥ AR Y AR =ab T — b @ —ab T 4+
0

k= k=0 k=0
a'~ lb_an 2b2+a —a* lb_a _bn
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