Exercice 1 :

1. ,/y est défini si et seulement siy = 0. On cherche donc les réels x tels que
227 — 122+ 18>0 «— 2 - 6z+9>0 — (z—3)*>0.

Cette inégalité est toujours vérifiée et donc le domaine de définition de la fonction est .
2. Iny est défini si et seulement y > 0. On cherche donc les réels x tels que

P +4z+4>0 < (z+2)?>0.

L'ensemble de définition de la fonction est donc R\ {—2}

3. D'abord le dénominateur ne doit jamais s'annuler, ce qui exclut la valeur —7 du domaine
de définition_ Sinon, le dénominateur est toujours strictement positif, et on cherche donc les

x # —T pour lesquels 8 — 16z > () ce qui est équivalent d < % L'ensemble de définition

1
est donc ] —00, 5] \{—7}
4. On remarque d'abord que In(3 — z) est défini si et seulement 5i 3 — & > 0, c'est-a-dire si

et seulement siz < 3. De méme /T — 1 est défini pour z — 1 > 0, c'est-d-dire pourz > 1.
Enfin, 2 est une valeur interdite. Le domaine de définition de la fonction est donc

D — [1,3[\{2}.

Exercice 2 :
Dans ce genre d'exercices, le plus naturel est de revenir a la définition. Soit x € . Alors

(f x g)(—=) = f(—=) x g(—=)
= (—f(z)) x (—g(z))
= f(z) x g(z)
= (f x g)(z).

Ainsi, f x g est paire. De méme,

(f+9)(—=) = f(—=) + g(—=)

= (—f(z)) + (—g(z))
— (f(z) + g(z))
= — (£ +9)(z).

Donc f + g est impaire. Enfin,

(fog)(—z) = f(a(—=))
= f(—9(z))
= — flg(z))
= — (fog)(=z).

Donc f o g est impaire.



Exercice 3 :

On va d'abord démontrer que J est symétrique par rapport & 0. Pour cela, prenons y € J. Alors il
existe £ € I tel que y = f(z). Mais alors, —y = —f(z) = f(—z) est aussi élément de J. De plus,
onaf Yy)=zet f (—y)=—x=—Ff (y) Lafonction réciproque f 1 est bien impaire.
Cela n'a pas de sens de remplacer impaire par paire dans cet énoncé. En effet, une fonction paire
n'est jamais bijective (car f(—z) = f(z)) sauf si son ensemble de définition est restreint a {0}.

Exercice 4 :
Soitzx e R. On a

La fonction f; est impaire. De méme,

fal-2) = S —

La fonction f5 est impaire. Enfin,

f3(—z)

La fonction f3 est elle aussi paire.

Exercice 5 :

i

Soitz € . Alors
flz+1)=fz+3-2)= f((z+3)—-2) = f(z+ 3) = f(=).

Ainsi, la fonction f est bien 1-périodique.



Exercice 6 :
On pose, pourx = 0,

f(z) =z — In(1 + z).
Alors f est dérivable sur R, et pour toutz >0, 0on a

1 T
IE =1- = =
'f(} 1+zx x+1 —

Ainsi, la fonction f est croissante sur I'intervalle [0, +oo[. De plus, f(0) = 0, donc, pour tout
z >0, 0na f(z) > 0 ce qui entraine In(1 + z) < .
Pour démontrer I'autre inégalité, on introduit cette fois la fonction g définie sur [0, +oo par

z2
g(z) = In(1 + z) —z+?.
g est dérivable sur R, et pour toutz >0, ona

2

1 T
"Zy=——1 = =0
e =g e =

g est donc croissante sur ; et g(0) > 0, donc pour tout z > 0,

2
g(z) >0 <— z—% <In(1+z).

Exercice 7 :

1. Cette inéquation a un sens lorsque & > —1. De plus, 2z — 7 est strictement négatif sur
|—1,7/2], strictement positif sur |7/2, +oo[ tandis que In(z + 1) est strictement négatif sur
]—1, 0[ et strictement positif sur |0, +00[. En dressant le tableau de signes, on trouve que
I'ensemble des solutions de I'inéquation est |—1,0[U]7/2, +ool.

2. Cette inéquation a un sens si et seulement si % = (). En effectuant un tableau de
signes, on déduit que son domaine de définition est D =] — oo, —1[U]5/3, +o0|. Soitz € D
. L'inéquation est équivalente &

]D(E-I_I)E]]l[l] . =l

<
3r—5 33—5—1

par croissance de la fonction logarithme. Il faut donc résoudre cette derniére inégquation. Si
z > 5/3, alors 3z — 5 > 0 et I'inéquation est équivalente &

t+1<3z—-5 < x> 3.
Siz < —1, alors 3z — 5 < 0 et l'inéquation est équivalente a
z+1>3z—-5 << <3

qui est toujours vérifié sur l'intervalle considéré._ Ainsi, I'ensemble des solutions de
l'inéquation est |—oo, —1[U[3, +oo[ (attention! I'intervalle est bien ouvert en —1 et fermé en
3n.



Exercice 8 :

Fixons y > 0 et considérons la fonction définie sur |0, +oo[ par

£) :h(w;y) B ]n{z);]ﬂ(y)_

Il s'agit de démontrer que f(z) > 0 pour tout z € R. Pour cela, on va étudier les variations de f.
f est dérivable sur ]0, +o00[ et vérifie

1 1 r—1y

Tty 2@ 2z(z +y)

f'(z) =

Ainsi f'(z) = 0siz > yet f'(z) < 0siz <y Autrement dit, f est décroissante sur |0, y[ et
croissante sur |y, +oo[. Puisque f(y) = 0, on en déduit bien que f(z) > 0 pour tout z €]0, +oo|.
On pourrait méme démontrer que l'inégalité est stricte si £ #£ y, car les monotonies prouvées ci-
dessus sont strictes.

Exercice 9 :

Remarguons d'abord que cette équation n'a de sens que sur |0, +oo[. Sur cet intervalle, en
passant par I'écriture exponentielle des puissances, on a

zﬁ=(ﬁ): e eVTlnz _ rluyz

— ﬁ]nz:%
= (lnz =0)ou(z =2,/z)
= r=1our=4.

In z car la fonction exp est injective

Exercice 10 :

1. On écrit
Inflax) In(ln z)
T e = (Flnz) =exp (In(lnz)) =Inz.
2. On écrit
Inz
)
log_(log, 2% ) = —y



Exercice 11 :

On va commencer par démontrer que f est strictement croissante sur [1,+oo[. Soitl <z < y.
Alors, par croissance stricte des fonctions logarithme (sur |0, +oo[), carré (sur [0, +oo]) et
exponentielle (sur ), on a successivement,

1<z<y = 0<In(z) <ln(y) = 0<In’(z) <In’(y) = 1< f(z) < f(v).

De plus, f(1) = 1 et, par composition de limites, lim, , o, f(z) = +oo. Comme f est continue
strictement croissante, f réalise une bijection de [1, 400 sur [1, 400l
Déterminons la bijection réciproque. Soit y > 1. L'équation f(z) = y est équivalente &

exp(ln’z) = y <= In’(x) = In(y) <= In(z) = /Ay <> z — exp( /M)

ol on a utilisé le fait que les fonctions logarithme racine carré, et exponentielle, sont injectives.

Donc, f(y) = erp(\/ln_y)

Exercice 12 :

1. f est clairement dérivable sur R et f'(z) = (1 + z)e” pour toutz € R. f' est donc du
signe de 1 4 x, c'est-a-dire strictement néqgatif si & <~ —1 et strictement positif siz > —1.
Ainsi, f est strictement décroissante sur |—oo, —1[ et strictement croissante sur |—1, +oo|.
De plus, par croissance comparée en —oo, et comme produit de limites infinies en 400,
lim f(z)=0et lim ze® = +o0.
£I—»—00 I—3400

Enfin, f'(0) = 1 et £f(0) = 0. donc la droite y = x est la tangente en la courbe en l'origine.
2. La fonction h, restriction de f a [—1,+oo[ est continue et strictement croissante sur
[—1, +oco]. Elle réalise donc une bijection entre [—1,+oco[ et h([—1,+o0[) = [—e 1, +oo[.
3. sur l'intervalle |—1, +oco[, A’ ne s'annule pas. On en déduit donc que W est dérivable sur
]—e 1, +oo[ et que sa dérivée vérifie, pour tout > —e !

. B 1
W@ = wwe)
Donc,
W'(z) !

T (11 W(z)e"@ "

or, W(z)e"®) =z, et donc e"(®) = ﬁ siz#Z0(onaW(z) =0 < z=0).0n

obtient bien la formule
W(z)

YO s wey



Exercice 13 :

La fonction f est continue sur [0; +ool[. Elle est aussi dérivable sur cet intervalle et sa dérivée est
f'(z) = (z + 1)e*. C'est une fonction strictement positive sur [0; +oo[ donc la fonction est
strictement croissante. De plus, f(0) = 0 et lim; , , o f(x) = +00. Ainsi, f réalise une bijection
de [0; 4+o0[ sur [0; +ool.

Puisque f' ne s'annule pas, on sait que f ! est dérivable sur [0; +oo[. De plus, pour tout

y € [0; +oo[. posantz = f (y). ona

I
(Y0 = 5
Poury = e, on 1 = f1(e) (puisque f(1) = e), et donc
gy 1
YO = Fiy — 55

Exercice 14 :
1. f estdérivable sur |0, +oo[ et, pour tout z > 0, on a
' r—1 1
fllz)=€"""+ P 0.

La fonction f est donc strictement croissante. De plus,

lim f(z) = —oco et ]_11+n f(z) = +o0,

z—0

et f est continue. f réalise donc une bijection de |0, +oo[ sur . En outre, f(1) = 0. On en
déduit que
1 1
— 1t
0) = = —.
(YO = 55 = 3

Ainsi, la tangente a la courbe y = f‘lfz} au point £ = 0 au point £ = (0 a pour équation

1
y—1=§{.’ﬂ—[]}.

2. festdérivable sur B et, pour toutz >0, on a
f'(z) = 4 + 4sin’*(z) cos z.

Comme |si_n3{:ﬂ] cos | < 1 (les fonctions sinus et cosinus ne peuvent atteindre leur extrema

au mé&me endroit), on en déduit que f'(z) > 0 et donc que la fonction f est strictement
croissante. Elle est de plus continue et vérifie

lim f(z)=—ocoet lim f(z)= +oo.

I——00 |00
Ainsi, f réalise une bijection de B sur R. De plus, f(0) = 0. On en déduit que
1 1
-1Y(0) = = —.
O =555 = 3

Ainsi, la tangente a la courbe y = f‘lfz} au point x = 0 au point z = 0 a pour égquation

1
y—ﬂ:z{:ﬂ—[]}.



