Correction kholles MP 14/03/2022

Sur[FE;_ oun B
i 1
E & y =¥

Solution générale : y(z) = Gl
Soit y une solution sur [E.
y est solution sur R et R* donc il existe C*,C~ € R telles que

Yz > 0,y(z) = Cte Y7 et ¥z < 0, y(z) = C e /"

Continuité en 00

toosi O~ #0
y(x) :—~_u:.+ (et pie) :—~_n:'— { () sinon
Nécessairement y(0) = 0 et &7 = 0.
Dérivabilité en 0
] C+ 1/ ] ]
y(x) = e s I?“>+ﬂet y{z)xﬂ_ﬂdunt (00 =0
Equation différentielle en 0 : 0%y/(0) — »(0) = 0 : ok
Finalement
Ce % siz>0
a-:?m.;;(;]:{ 8 i
0 sinom

Inversement une telle fonction est solution.

Solution générale sur BL ou B2

EI_

ylr) = El aver (e R

Soit y une fonction solution sur B et RY.
Il existe 7. £ B tels que

C*+x C-
v = 0.y(x) = +1T et Wr < 0, y(x) = +1‘T
et — er —

Pour que la fonetion gy puisse édtre prolongde par continuité en 0, 11 fant
" = (" =0 auquel cas

et —

ylr) = 7 pour z #1
et la fonetion se prolonge par () = L
On vérifie que ce prolongement est de classe 0™ car inverse d'une fonction
développable en série entidre.
De plus
Yre R, (e —1)ylz) ==

donne par dérivation, la vérification de 'équation différentielle sur B
Finalement, il existe une seule solution sur B .

ylz) = - 1 prolongée par continuité avee y(0) = 1
e’ —



Solution générale sur B ou R*
ylz) = Cshz — chr
Aprés recollement en 0, solution générale sur B

ylx) = Cshr — chr avec C e R

C'est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 de solution homogéne

y(t) = (M + pje™™.

Par la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particulifre de
la forme y(t) = A(t)te™ + p(t)e 2 avec A, u fonctions dérivables.

Nitpe™ + u'(t)e =0
{J‘-'(t}(l —2t)e — 2 (t)eH = %

{}L'{tj =
p'(t) =
Les fonctions A(t) = arctant et p(#) = —1 In(1 + #*) conviennent.
Finalement | la solution géndérale des I'équation étudide est

donne

1

1
y(t) = tarctan(t)e” 2 — 5 In(1+t%)e 2 + (At + ple ™

C'est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 de solution homogéne .

y = Acost 4 usint.

Par la méthode de variation des constantes, cherchons une solution particuliére de
la forme y(t) = Alt) cos(t) + p(t) sin(t) avec A g fonctions dérivables.

At)cost + p'(t)sint =0 N(t) = —sin® t/cost
—A(t)sint + p'(t)cost = tant * | p'(t) = sint

Les fonctions

2t—1 1. 1+4sint
A{f)=f‘:°“—dt=sint——1n+—“f“
oos 2 1 —sint
et
plt) = —cost

conviennent car
1 4 1, 1+sint
L ogeo [t gy Ly, Lsint
oos 1 —=sin“t 2 1 —sint

Finalement, la solution générale de 'équation étudide est

1+ sint
+—anf+hcmt+y5int

1
t] = —=costln
u(t) 2 1 — sin

sur fp =|-F + km: 5 + k.



Clest une dquation différentielle lindaire d'ordre & 2 de solution homogéne
y=Acoszr+ Bsinz.
Méthode de variation des constantes

A'r)eosr + B'(r)sinz =0
—A'(xr)sinz + B'(r)cosr = cot

Aprés résolution et intégration

1+ coosx

1
y[r‘]=—a:=.i11:r:|n + Acosz + Bsinz

2 1 —cosx

va=X? -t T A =Jx‘4. On a donc
A3 =24 AT 9% ot APHE =25 A2 pour k= 0

avec
1 R |
Al=1(0 2 ¢
A |
On en déduit
e Th g sh(+/2) 1 .
exp(,d}—13+§mﬂ+gmﬂ _13+TA+§[ch{ﬁ)_1}A :

xa=X(X%2+1), ma = X(X%+1), exp(A)exp(*A) = exp(A) exp(—A) = 1.
En caleulant A%, A%, ... on obtient

1l 0 0
exp(A)= |0 cosl —sinl
0 sinl cosl

(a) xa = (X —2)(X +1)?,

a’ g —a
Eo(A)=Vect | a | et E_;(A) = Vect g 1,11
1 1 0
La matrice A est diagonalisable, P~'AP = D avec
0 —@ ~-a 2 0 0
FP=1a 0 1 et D=0 -1 0
1 1 0 0o 0 -1

On en déduit pgq = (X — 2)(X +1).



(b) Ci-dessus,
(c) Par division euclidienne X™ = (X + 1)(X — 2)Q(X) + aX + 3 avec

an _ (_1yn -1 an
o= # et 8= L
3 3
o (1 2-1)
an __ (1" 2(—1)" 20
A" = A I
3 i 3 -
puis
2 -1 —1 2
4 B —e A Ze " e
= — —_—1.
e 3 4 3 3

C'est un systéme différentiel linéaire d'ordre 1 d'équation matricielle
X'=AX + B(t) avec

A= (b 9).00- (&) @ x0- (29)

Sp(A) = {5, -3}, E5(A) = Vect (f) et E_3(A) = Vect (_12)
A=PDP! avec

e wmN s b o {5 0
‘F_(l 1)‘-P _E(—l 2) ‘”‘D_(u —3)'

Pour ¥ = P~1X est solution de Y' = DY + C(t) avec

1 ef 4 2e—3
o o _1
c) =P80 =7 ( ot o)

Aprés résolution, on obtient

; SV 0 S
= g = 1 1
Y'=DY +C(t) < Y(t) (#E—:it = ?lﬁet ¥ gie—.’tt)

puis

a5t g3t g3t _ 1.3t
X' = ﬂX—FH{f} — X{I] =X ( Eﬁt )-'—jl ( e_gf )—F(_éet i %te_mﬂ— ﬁe_m ;

On peut aussi procéder par variation des constantes aprés résolution séparée de
I'équation homogéne,



C'est un systeme différentiel linéaire d'ordre 1 homogéne d'équation matricielle
X'= AX avec

2 -1 2 z(t)
A=[10 -5 7| et X(t)= [ yit)
1 -2 2 =(t)

xa(X)=-X%3(X +1).
Aprés triangularisation, on a A = PTP~! pour

-1 1 0 -1 0 0
FP=11 2 1]letT=|0 01
2 01 o 0o

Pour ¥ =P X X'=AX & Y'=TY.

het
Y=TY = Y=|u+v] awc Mprek
i

La solution générale du systéme est donc

—e~t t 1
XE)=Al et | 4tp|2t41 )+ |2 avec A u,v ek
2p—t 1 0
1 0 -1
A=11 1 1 |, xa=—(X-2)(X2-X+1).
-1 -1 1

La résolution complexe est alors facile puisque la matrice A est diagonalisable.
La résolution réelle est en revanche plus délicate & obtenir, détaillons-la :

X =41.0.-1) est vecteur propre de A, complétons-le avec denx vectenrs d'un
plan stable,

Les plans stables s'obtiennent en étudiant les éléments propres de *A.

Sp(*A) =SpA={2}et £5("4) = Vect *(2,1,—1). Ainsi le plan d'équation

2r +y — z = 0est stable par * A,

Prenons Xo = “(0.1,1) et X3 = AXs =(—1,2.0). On vérifie AX3 = X3 — Xo.

1 0 -1 2 0 0
Ainsipour P=| 0 1 2 |,onaP'AP=|0 0 —-1]| =58
-1 1 0 o1 1

Pour X =Yz.y.z) et Y ="y yz.y3) =P 'X, on a X' = AX < Y' = BY,
Ceci nous conduit 4 la résolution suivante .

y1 = 2y Y = 2

yp = —Yyz = = Yo = —yz
' " ! —

Yz = Y2+ Ys Ys — Yo +ya =10

y1(t) = ae™

y2(t) = e3( ) cos J'EEF + psin %t}l

y3(t) = —ya(t)
Et on peut condure via X = PY.



(a)

(b)

—
-
Ly

(e)

(E) est une équation différentielle linéaire d'ordre 2 définie sur . Les
conditions initiales proposées déterminent alors une solution unigque définie
sur K.

Puisque la fonction u est continue et w() = 1, la fonetion w est strictement
positive au voisinage de 0 et par la satisfaction de Uéquation différentielle, on
peut affirmer que u" est strictement négative au voisinage de 0. La fonction
u' étant alors strictement décroissante au volsinage de 0 et vérifiant «'(0) = 0,
les existences de o et 3 sont assurées.

Par l'absurde, supposons que la fonetion w ne s'annule par sur B

La fonction w est alors positive et " est négative sur B, La fonction o
etant done décroissante sur B on a

Wt = B.u'(t) < u'(B)

En intégrant
We > fulz) —u(d) < u'(3)(z-7)

Or cette affirmation est incompatible avee un passage & la limite quand

r — +00.

On en déduit que w s'annule au moins une fols sur B (et cette annulation
est nécessairement sur R;:I

De méme, on justifie que w s'annule au moins une fois sur B* (et on peut
méme montrer que la fonction o est paire. .. )

Considérons 'ensemble
A={t=0|ult)=0}

C'est une partie non vide et minorée de K, elle admet done une borne
inférieure 4. Par la caractérisation séquentielle d'une borne inférieure, il existe
une suite (f,) € A¥ telle que

ty —+ 4

Puisque u(t,) = 0, on obtient & la limite w(d) = 0. Evidemment § = 0 et
d# 0done § € A et ainst d est un minimum de A
De méme on obtient -,

Grice 4 l'équation différentielle
W' =u"v —uw" =1

Le wronskien W oest done constant mais peu importe. .. puisque les solutions
et vosont indépendantes, le wronskien ne s'annule pas et i§ est done de signe
constant.
Or

W(y) = u'(7)u(y) et W(8) = u'(8)v(d)

Puisque w est strictement positive sur Jy: 4], u” est strictement négative et o
strictement décroissante sur ce méme intervalle, On en déduait

u(v) =0et w'(d) <0

ce qui entraine que v(+) et v(d) sont de signes stricts contraires. On en déduit
que v s'annule sur |5 ; 4],

Plus généralement | qu'une solution de (E) soit colinéaire & won non, on peut
affirmer que celle-ci posséde un zéro dans [y:4]. Or on vérifie que les fonetions
w, sont solutions de (E) et done chacune posséde an moins un zéro dans
[v:d]. On en déduit que la fonction w posséde an moins un zéro dans chague
intervalle [y + nr:d + nr) ce qui assure U'existence d'une infinité de zéros.



