Correction kholles ECS 2 : 08/03/2022
Fonctions de plusieurs variables réelles.

Kholle A :

1. Question de cours : programme ECS2 2014 p. 19.

2. Soit m € N* avec n = 2. On considére la fonction f définie sur R™ par :

T n 2 T
VneR" f(r,...,z,) = Zrﬁ + (ZT’“) — ZT;C

La fonction f est de classe C? sur R car elle est polynomiale. Un calcul immédiat donne :

n
Vic[Ln]l 0if(zi,....mn) =22 +2) ap — 1=4z; +2) ap 1
k=1 k#i

puis

4 sij=1
2 sii#fj

V(i 5) € [1,n]? Uijf(:r:l,...,:rn) = {

3. (a) Le point (a1,.-.,a,) est un point critique de f i et seulement si 8; f(aq,--.,a,) = 0 pour tout i € [1,n].
Le n-uplet (ay,...,a,) est done solution du systéme linéaire dont la matrice augmentée est :

42 2 ... 021
2.4 2 ... 21
il2 2 4 2 1
2 2 ... 2 41

En faisant successivement pour i variant de 1 &4 n — 1, les opérations L; < L; — L;y;, on trouve a; =

1

az = ... = a, puis la derniére équation donne a,, = ———.
2(n+1)

Finalement I'unique point critique de f est :

(a1,-..,a,) (2(nl+ DA 2{n1+ l))

(b) On note a = (a1, ...,a,). Le résultat demandé découle directement du calcul des dérivées secondes. On
remarque d’ailleurs que la hessienne ne dépend pas du point ce qui est normal car [ est un polynéme de
degré 2 en les xg.

On a donc :

|Vf(ﬂv) 2([1), } Jn)

4. La matrice J,, a toutes ses colonnes égales. Elle est donc au plus de rang 1. De plus, elle est non nulle. On
adoncrg J, =1
Par le théoréme du rang, on en déduit que dim Ker (J,) = n— 1. Ainsi 0 est valeur propre et le sous-espace
propre associé est de dimension n — 1.
1 n

On remarque par ailleurs que .J,, -

1 n
Ainsi, n est valeur propre de J,. Comme le sous-espace propre associé & 0 est de dimension n—1, la dimension
du sous-espace propre de J, associé a la valeur propre n est nécessairement 1 et alors, par argnment de

dimension, |Sp J,, = {0,n}|

Soit X € M, 1(R) et A € R. Alors :

JuX =AX & (L, + J)X = (1+ AN)X & A4, X = 2(1 + A X

On en déduit donc que ‘ Spd, ={2,2(n+1)} |




5. La matrice hessienne de f en a = (aq,...,a,) n’admet que des valeurs propres strictement positives done f
admet un minimum local en ce point. Ce mininum est alors :

2
T 1 n 1 n 1 n
f(fl)=zm+(2m) _ZQ(R ) 4+

k=1 k=1 k=1

6. (a) Chercher les extrema globaux de f sous la contrainte C, revient & chercher les extrema de la restriction
de f a S,. Or S, est une partie fermée bornée de R™ et f est continue sur R™.

| La fonction f admet done un minimum global et un maximum global sur S,..

(b) On remarque que R™\{(0,...,0)} U Sy et que S, NS, =@ pour r # r' avec r et 7' dans RY.
=0
Comme, pour tout & € Sy, f(z) = m(r), il suflit de montrer qu’il existe ry > 0 tel que m(ri) < m(r)
pour tout r > 0 pour montrer que la fonction f admet un minimum global.
o 1
2

Or, pour v = rg = m(r) =r?_ =Ty — 1

1
2./n’ 4

On peut par ailleurs remarquer que :

1
7‘3—1 = (n+1)rg —rovn

Maintenant la fonction r + (n + 1)r? — r/n est une fonction polynomiale de degré 2 qui admet un

minimum en
1 ym
T an +1
On peut vérifier que l'on a bien 0 <7 <rgcarn+1 > n.
Ainsi, pour tout r €]0,7¢] : m(ry) < m(r). En particulier : m(r;) < m(ry) et donc :

1
V>0 m(ry) <m(r)our, = Qn\—/l—ﬁl

Or:

_ 1 n 1 n 1 n
m(rl):(n—'_l)ﬁ_rlﬁzin+l_En+1:_/_1'”—1—1

En particulier m(r;) < 0= f(0,...,0).

1 n
Ainsi, la fonction f admet un minimum global sur R™ égal 4 | ——

. On retrouve bien la valeur
4n+1

obtenue a la question 5.

"
(c) On note g(z) = Zw% La fonction g ainsi définie est de classe C' sur R™.
k=1
Les points = (z,...,2,) € R" oi les extrema de f sous la contrainte C, sont atteints sont nécessaire-
ment ceux pour lesquels g(z) 7% et pour lesquels il existe A € R tel que :

Vie[l,n] 0:f(x) = Adig(x)

soit :
Vic[l,n] 22Nz +2) =1
ki
La matrice augmentée de ce systéme est :
2(2 — \) 2 2 . 2 1
2 2(2— \) 2 2 1
j; 2 2 2(2—X) 2 1

2 2 8 e 1



On suppose d’abord A # 1. Sous cette hypothése, on peut résoudre le systéme par les mémes opérations

élémentaires sur les lignes et colonnes que pour le systéme de la question 3.(a) et on obtient de méme

que 1 = ... = Ty.

On a alors 2(n+ 1 — A)z; = 1 et donce nécessairement, pour qu'il existe une solution, A # n+ 1. Alors :
1

ST gy

La contrainte g(x) = r* donne alors la condition :

n 2

An+1—-2)2

soit :
/\Z/\l='1'1-|-1—|—£Uu/\z)kg:fn—f—l—ﬂ
2r 2r
On remarque que A\; #n+1 et Ay #n+ 1. De méme A; # 1. Par contre :

1
2y/n

A =1 r=

Pour la valeur r = rg = , la valeur A est donc a éliminer.

1
2./n

De plus, pour A = Ay, alors :

T =...=Tn % et f(z1,...,7n) = (n l)'r2 Fryn

tandis que pour A = Ag, alors :

:51:...::5,,1:% et f(x1,...,2n) = (n+1)r° —ryn

Regardons maintenant ce qui se passe dans le cas o A = 1. Le systéme ne contient alors qu'une seule
n

n
1 e -
équation : E Ty 2 A cela s’ajoute la contrainte E ’ri r2. $’l existe un z (z1,...,2n) qui vérifie
k=1 k=1
ces deux équations, on a donc nécessairement :

. 1\> 1 .
f(-'-ﬁ'ly...,"l:n):?'z‘l‘(é) —EZ‘I'Z—

W | =

A r fixé, on peut remarquer que :

Tz—

1 . .
1 <+l —ryn<(n+Dri+ryn

avec égalité dans la premiére inégalité si et seulement si r =rg = F
n

Il est donc essentiel de savoir ¢7il existe un z = (z1, . .., T, ) vérifiant les deux conditions :




Ainsi, si un z vérifie les deux contraintes demandées, nécessairement :

1 . 1
—<ryn soit rz——
2 2/n
1 1 1 ey .. .
Pour r = ry = ——=, on remarque que x = ( —, ..., — | vérifie les deux conditions et par homothétie
2\/n 2n 2n

on pourra trouver un tel T pour r > 7.
Comme déja remarqué, a r fixé :

Tz

<+ —ryn<(n+ 1) +rv/n

-h-ll—l

Comme l'on sait déja que m(r) et M(r) existent, on peut affirmer a partir des calculs précédents que :

(n+1)r* —ry/n 51(]<T<2
m(r)=9 . 1 Vi et M(r)=(n+1)r* +rvn
?'Z—Z si'r'}—zﬁ

Remarquons que les calculs précédents permettent également de retrouver que le minimum est atteint

1
2n+1) 7" 77 2(n+1)

eI a —

Kholle B :

Viz,9) € O=Ry xR, flz,y)=x((lnz)*+27) .

1. La fonction f est de classe % sur ouvert 2.
Ses dérivées partielles d’ordre 1 sont données par

{Bl{f)(a;,y) = {nz}* +2hx + 2y
)z, y} = dzy

et sa matrice hessienne par

| 2
9= 12 4y
x

Vi M=
dy dx

Par annulation des deux dérivées partielles d'ordre 1, on trouve exactement deux points eritiques

dans l'ouvert @ :
A={1,0)
B ={(e%,0)

Au point A, les deux valeurs propres de la matrice hessienne sont strictement positives (2 et 4)
et f admet donc un minimum local en A.

Au point B, les deux valeurs propres de la matrice hessienne sont de signes opposés { —2e~?
et 4e~2) et B est un point col de f.

L’unique point col de f est donc B.

2. La fonction f n’admef aucun maximum global puisqu’elle n’admet aucun maximum locl.

Le point A correspond & un minimum global de f puisque f{0, 1) = 0 et que la fonction f ne
prend que des valeurs positives ou nulles sur (2.



1. Question de cours

Donner la définition des dérivées directionnelles, premiére et seconde, de f au point z dans
la direction h pour une fonction f de classe C? sur un ouvert Q de R™ . Préciser leur valeur
en fonction du gradient V(f)(z) et de la matrice hessienne V2(f)(x) de f au point z.

Soit f de classe C? sur Q. Soit & = (x1,--- ,2,) € Qet h= (Fay ey ha)

On considére la fonction g définie pour tout ¢ tel que z+th appartiennc 4 Q par g(t) = f(z-+th).
Alors g est de classe C? au voisinage de 0.

Sa dérivée premiére en 0 est appelée dérivée directionnelle de f au point z dans la direction & :

J(0) = Za‘m 2hi =< V(1)(@), h >

Sa dérivée seconde en 0 est appelée dérivée seconde directionnelle de [ au point x dans la
direction A :

g"(0) = Zh; Z A N@h;) = THV(f)(x) H

=1

2. Pour tout (z1,z2,...,z,) € R®, onnote :  f(x1,22,...,2,) = E((p: — in)(,-)g) .

Justifier égalité :  f(z1,22,...,7,) = o Z"L‘ + 12 ( ZT" ~1)%,
i=1

2

Par la formule de Koenig-Huygens, E((X — a)?) = V(X) + (E(X) — a)?, on obtient :

fler,20,. .. ,20) = E((Zm{(X,; HE p(z:vg- - 1))2) Zx‘ + (,u(z x; — 1) 2
i=1 i=1

puis ’égalité cherchée par indépendance des X;.

n 7
b) [ Justifier, pour tout (z,x3,...,2,) € R", 'inégalité : (Z z;)* <n Z: ;2
i=1 i=1

Dans R™ muni du produit scalaire canonique, 1'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux
vectewrs {wy, -+ ,2,) et (1,---, 1), fournit directement I'inégalité demandée.

n
c}| En déduire le minimum de f sous la contrainte E =1,
i=1
e
Le minimum de f sous la contrainte E x; = 1 est —, atteint exclusivement au point — (1 S 1.
n

i=1

On peut utiliser la condition du premier ordre pour un extremum local sous contrainte linéaire,
qui impose P'égalité des z;, mais cela n’a rien d’indispensable.

3. a)| Justifier que f est de classe C'! sur R™ et trouver son unique point critique a.
q

™ n
Flr,za,. .. 2) = a? inz + p? (Z.Ll —1)?
i=1 i=1

La fonction est de classe C! sur R” parce qu'elle est polynomiale, et ses dérivées partielles sont
données par :
n
&(f)(w) = 207w, + 262 (D s - 1)

i=1
On cn déduit que le seul point critique de f est le point a dont toutes les coordonnées a; sont
égales &

I
a? +nu?



n

n n
b) | Justifier I'égalité :  fla+ h) = f(a) + 2 / (1- t) ;&222?“ hj +o® Zhﬁ) dt

i=1 j=I i=1

On applique la formule de Taylor avec reste intégral & Pordre 2 & la fonction g : ¢ —> f{a+¢h)
entre O et 1:

Hwt) = 900) = 90+ O+ [ -0g"Ode = [(@+2 [ 1-0(u2 T3 hiyro® 37 a
: i=1 j=1 i=1
parce que g'(0) = 0 et

n ki

g'(t) = "HV*(f)(a+thy H =24 > hih; +202Eh2

i=1 j=1

En déduire que f admet un minimum global en a.

n
Comme ;ngz.h hi +o Zhg = ;J, Z:b,-)2 + GQZ.’I? > 0, on déduit du résultat

i=1 j=1 =1
précédent que :
VheR™, f(a+h)> f(a)

ce qui prouve gue f admet un minimum global en a.



Kholle C :













