Correction Kholles MP : 18/10/2021

Kholle A :

1)

(a) L'application t — f(t) est définie et de classe C* sur R.
f(t+2m) = f(t) sont confondus.
f(—t) est le symétrique de f(t) par rapport i l'axe (Ozx)
f(m —t) est le symétrique de f(t) par rapport a l'axe (Oy)
f(m/2 —t) est le symétrique de f(t) par rapport a la droit A: y = z.

On peut limiter 'étude a l'intervalle [0;7/4]. La courbe obtenue sera
complétée par les symétries d’axe A, (Oy) puis (Ozx).
Tablean des variations simultanées

x'(t) = —3sint cos?t

y'(t) = 3costsin®t.

t |0 /4
r(t) |0 — —3//8
=L 7
y(t) [0~ 2737 ]
y) [0 + 3/V8
mE) | 2 — -1

Etude en t = 0, le paramétre n'est pas régulier. Cependant

yt)—y0) ¢

z(t) — x(0) t-0 —3/2¢2 e

La tangente est donc dirigée par 'axe des abscisses.



2)

(b) L'équation de la tangente an point de paramdéire t est

y = —tant(z — cos® t) + sin® .

Figure 2 - L'astroide

cos(t)

et done
0

0
On a At) ‘sint ot B(t)

A(t)B(t) = 1.

{a) En linéarisant

2T 2% - 2w
f cusztdt=f ﬂdt= E+Slrlgt =7
0 0 2 2 1 g

(b} Omn connait une primitive du logarithme ou U'on intégre par parties
2
f Intdt = [tlnt — &2 = 2In2 — 1
1

(¢} On reconnait une forme u’/\/u

fl L di= [Ju—t?]lzv’i—l

14+t 0




3)

f d‘f’ o fl d'i_.l. _‘j‘]’
Lt e f, 1wz 4

di L du .
[ = 5 [ = = vaET —2vE -

1 e
fi fL fl_ L du=nu—Inu+ 1) = n2-Infe+
1] 1 1
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Kholle B :

1)

L’application t — f(t) est définie et de classe C™ sur R.

f(t 4 27) est Vimage de f(t) par la translation de vecteur 2mi.

f(—t) est le symétrique de f(t) par rapport a 'axe (Oy).

On peut limiter 'étude a 'intervalle [0;x]. La courbe obtenue sera complétée par
la symétrie d’axe (Oy) et par les translations de vecteurs 2kwi avec k € Z.
Tablean des variations simultandées

{:‘{t} =1 — cos(t)
y/(t) = sin(?).

t
z'(t)
z(t)
y(t)
y'(t)

= =] =] =]

+ NN+
= EEIE

Ficure 3 - La cycloide

Le paramétre ¢t = 0 n'est pas régulier. Cependant

y(t) —y(0)  t?/2
i) AU} s BE T T

La courbe présente done une tangente verticale en 'origine.



l (a) Par le changement de variable z =% —ton a

3
w/2 cost /2 sint
o Dost+51nt o mst+smt
s /2 i2 /2
G cost " int i3
f . T L,d;:f dt = =
o cost4sint n cost+4sint o 2
done
. cost e - sint _om
o cost+tsint | f, ocost+tsint @ 4

(b)] Via le changement de variable ¢t = sinz (avec z € [0;7/2])

08 I

j’L_j’ _ o8z LT
o vi—t24+t Jo cosztsinz 4




La fonction =+ In(1 + tan ) est définie et continue sur [0;7/4] done I existe.

In(1 + tanx) = In(cosx +sinx) — In(cos x) et cosx +sinx = v2cos (§ — x).

Ainsi
¢ w4 w4
Tin2 mf w -
I=—+ In cos (— — :e') dr — In{cosz) dx
8 0 1 o ‘
Or
w4 - w4
In cos (,r - —) dzr = In cos(t) dt
0 4 i=i—=Jo
done
I min2
8
6)
On obtient donc la courbe suivante :

3.
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Sur la courbe, il semble bien que le point (1, 1) soit un point double. Vérifions par le calcul. On cherche
ty,ta € [0, 27 tels que

exp(sin(2t,)) = exp(sin(2t2)) sin(26) = sin(2ts)
{exp(oos{m) = exp(cos(ts) { cos(t) = cos(ta)

Intéressons-nous d'abord 4 la deuxidme équation. Elle implique que 3 = ; + 2kw ou iy = —¢; + 2km, avec
k un entier relatif. Mais puisque ; et t3 sont deux réels distincts de [0, 27[, la premigre égalité est
impossible, et la deuxiéme ne peut &tre vrai que pour k= 1. On a donc t3 = —#; + 2m, et {; doit vérifier
I'équation

sin(2t, ) = sin(—2t, + 4m) = sin(—2t, ).
Cette équation entraine que 28, = —2¢;, + 2lw ou 2¢; = 7w + 2¢; + 2w, avec I un entier relatif. Le deuxiéme
cas est impossible. Il reste donc 4¢; = 2Ix, dont les solutions dans [0, 27| sont #; = 0, & exclure car alors

ty = 2w, &, = w/2, t; = m, d exclure égalementcardans cecas ty =) = m. ett) =3w/2. Ent =m/2 et
t = 3w/2, on trouve bien le point double (1, 1).



Kholle C :

1)

Notons f(t) la fonction définissant ce paramétrage.

(a) L'application t — f(t) est définie et de classe C* sur R,
Les points désignés par f(—t) et f(¢) sont symétriques par rapport a (Ox).
Etude limitée a [0; 4+o00[. La courbe obtenue sera complétée par la symétrie

d’axe (Ox)
z'(t) = 6t
y'(t) = 6t°
2t =1 = =10
o (5) =0 => t=10
t 0 +o0
z(t) |0 +
z(t) |0 ' 4oo
y(t) |0 7 4o
y' (@) |0+
Etude en t = 0. Le point n’est pas régulier, cependant
y(t) —y(0)

x(t) — z(0) t—m}

Il y a une tangente horizontale en ¢t =0

(b) Pour t # 0, la tangente D; en M a pour équation

—t*(x—3t%) + t(y—2t3) =0

soit
tr —y = )
Pour t # 0, la normale N; en M a pour équation
Hz—38%) — By —23) =1
soit
tr — t2y = 33 — 245,
Ces équations sont encore valables pour ¢ = 0.

(c) La tangente D; est normale & la courbe au point N de paramétre 7 si, et
seulement si,

tr+372 =0

ce qui traduit V € D; et 'orthogonalité des tangentes en M et N.

Si t = 0 alors 7 = 0 mais le couple (0,0) n’est pas solution.
Sit#0alorsT#0et 7=—1/tpuis 2+ 2 =1* d'on (2 +1)?(*-2)=0
ce qui donne ¢t = ~./§.. —‘y@.

{3;&?2 — 273 = 3
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FicURE 6 — La courbe z = 32,y = 2¢3

2)

Sur R,
du

dx f
f VI+e® umvizem ) u? -1

1. /l14e?x_1
==In L0 =In(v14 e 1
2 J1+e=+1 { )

gy



Sur R,

+ g

/ﬂdz f du _ 1, |cosz—v2

1 +sinfz  w—eosz] 2—u? 22 |cosz+ V2

Sur |-v2;V2[, [ F5dr = [V2sint+1dt=—v2cost+t+C=
] r=-+/2gint
—x/ﬂ—:ﬂﬂ-l—amsin%—l-(}‘fe,

1 3 g 1
Jy 7 de = [%'“”Ifl Lt Jparctan 21| = 12+ ooy,

3) On constate que :

1 i 1 1 1 [t
In=f d dz = [—fslﬂ(HI”‘)] ——[ In(1+ z")dz -

et que :

1 1
UE/ ].Il(l-l—:ﬂ“]d:t“_:‘/- $"d$=——1 0
0 1]

n+1

car il est connu que In(1++¢) <t pour t > —1.
On a alors

1
f In(14+z")dz =0
0

donc

1 n
- In2 1
=1- dr=1——+o0| —
Up ./; 14 2n = i3 (n)

4)







(a) Par le changement de variable u = m — ¢, on obtient

3+1}+1 ™ ™
{ = sint)dt = 7 —u)f(sinu)du
| tmtat= [ —upsinu)
et donc
EI:A tfl[sint}dt—l—ﬁ {fr—u]f(sinu]du:frﬁ f(sinu) du

puis l'identité proposée.

(b) En observant cos’" x

= (1 —sin® )™, on peut appliquer la relation précédente

w T sin" ()
I, = E - 2n dzx
o s () Feea™(x)

En coupant l'intégrale en /2

/2 s 2n T =z _2n
I = a f — il dr —|—f 3 iy dz
2 1)y sin®™(z) + cos?(x) ,._.

/2 8in""(x) + cos?(z)
En procédant au changement de variable y = m — x dans la seconde intégrale

I frr,.f'Q Sin2n{$}
=T r
" o sin®(z) + cos2n(x)

Enfin, en procédant au changement de variable y = /2 — x, on ohserve

n/2 2n
cos ™ (x
b= ?r/ — ) dr
o sin“"(x) + cos?™(x)

et on en déduit

/2 = 2n w2 ny. 2
o, =n | [ (=) dot [ &gl E
o sin™"(z) + cos?n(z) o  sin”"(x) + cos?"(x) 2

|

Finalement
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