Correction Kholles MP 08/11/2021 :

Kholle A :

)

fa) Montrer que Z 1] est un sous annean de (C, 4, =) Zi| cC. 1 e Zfi].
W,y € E[i], on peut éerive T = a4 ibet y = a' + 6 aver a,b,a’ b € I
r—y=(o—a')+ib—VF)aveca—a' bV cZdmecz —ye i
Ty = (aa —b') 4 i(ab’ + a'b) aver aa’ — b, a¥ +a'b e T done oy € Efi].
Ainsi 1] est un sous-annesn de (C, 4+, =)

(b} N(z=) = |z=' = |z} |2 = N(z)N(z") et N(z) = a? + b? € N avee
z=a+ibet a,be L

[} 5z est inversible dinverse z* alors N{zz") = NNz =1L {(r
Nz, N(z)e Ndone N{z)=N(z") =1L

O oen st =z =1, =11 ou —1. La réviprodque est imondsliate,

2)
10413 = 1 aver la relation de Bézout
—Dxl0+T=x13=1
Les nombres myp =7 2 13 =91 et 10 = =9 » 10 = =00 sont salutions des systémes
r=1 mod 10 r=0 mod 10
{Izn mod 13 {:;1 mod 13
Onen déshuat e
r=2x91-5x 90 = -268
et solution du systéme dont la solution générale est alors
r=—268 4 130k = 122 + 130F svew: F £ F
3)

(a) Pour pe P, p& est un 1adéal premier. En effet on sat que pE oest un idéal et
en vertu do lemrme o BEuclide @ oy € pE = x € p& ou y ¢ pE.

(b} Meme principe

(¢} Supposons JOK =1,
BJ=TIuk
Sinon il ediste a e Jtel quea g I Pourtont be K, abe JOK doinabe T
puis b e T ear a @ I Ainsi K C T Daatee part I = JNK C K done T = K

(e} I = {0} est un wléal premier done
y =0 = r=00ugy=10

Soit € A tel que £ 0. 224 est premier ot 2 € 2 A done T € 224,
Ainsi 1l existe gy € A tel que = = rly et puisque © £ 0, Ty = 1.
Alnsl A estoun corps.



4)a)

Notons

H={I+!.|"'|"I'§|IEN,'!‘I'EEHIE—3'!‘I§=1}

Powrac H. a=z4+y/3avec reN. yeTet 2 — 3y = 1. On a done
= /1+ 3y = 3|y puis a > 0. Ainsi H c R%.
1 € H car on peut éerire 1 =14 04/3 aver 12 — 302 = 1.

Pour a € H, on a avec des notations imoonssd iakes,
1
—=r—y3
a

avee TeN, —yeZet ¥ —3—y)® =1 Ainsi 1/a e H.
Pour a.b € H o aver des notations immddiates,

ab =z’ + 3wy’ + (zv' + I'y:w'"?_.

aver o' + 3yy' € E. xy' 4y’ € Tt (zx' + 3yy')? — (v’ + 2y = L.
Fnfin puisgue o o v"ﬁ|-y| L il *...I"E|y'|, on a rr 4+ 3yy’ > 0et finalement ab e H.

b)
Supposons AH =H.
YacAda=aecAH =H
done A C H.
Suppens A CH. Pourre AH, s =ahavecac A, he H Orah € H done
r=ahcH.
Anst AHC H.
Inversement, pour a € A (il en exdste car A4 £ 8) et pour tout R e H, b= u[u_'h]
aver a Yh e H done h e AH. Ainst H © AH puis =.
Kholle B :

1)
(al AcQ led ¥ryc A r—yecAdet oye A clair.
Par suite A est un sous annean de (@, 4, =)
(bt =& A et iversible s, et sealement s1, 1 exdaste g€ A tel que oy = 1
= %,y = ':—,r aver m, it anpalrs. oy = 1 = mm' = nn' done moest anpear
et L eévtprodgue est sl iate,
Alnsi
m . )
Uid) = {— |meZnecH IrLL|:I.i-:|Il'H}
]



2)
Dans Le prodiat, on resroupe chugque facteuar avee son vesse.
Lovsiue T est différent de son tnverse, les densx facteurs correspondant dans le
prowhut se sinplifient. Une fos oo siplifications faates, 1 ne reste dans le prodat
quer les facteurs drans A leur inverse

[[ == 1II =
=<Ky {0] =K (0]
PP
Cependant.. la condition £ = ™! équivaut 4 =¥ = 1g Cest-a-lire
(r—1g)iz+ 1g) = 0. Un corps étant intégre, cette &quation a pour senles
solutions 1g et —1g. Oue celles—d sodent on non distinetes =, on obtient

]__[ r=-lg

rcK®

3)
fal T oestoune partie non vide de A posgque Oy enest élément, Soent a € 4 et
el
Sla=0alws axr=0¢& I
Ponr a £ 0, suppeosons {ﬂ:}'j c A
Onaalors a lrt e det done 271 = a{u'lx'l]l e A cequi est el
Meévessairetert {.l:u:}l_1 €A et done ar e I
Sment oy e I Montrons que z 4y e 1L
Slr=0y=00ur4+y=0 cest inunédiat, Sinon
O oa (x4 y]'i{: +y) =1 done
(z+y) 14z )= et (z4y) (14 ) =y (%)
Par hyvpeothése 1jlue~ alépuart, 'un an moins des dense Sléments :_ly il
oyl = {:'1y}_ appartient & A
Par apérations dans A 4 Uatde des relations (%), s (x -I-1!,|]_1 e Aalors 7 ou
gL appartient & A ce qui est exclu. Ainsi. i+ g,r}'j gAetdowrt+yel
Finalement, T est un idéal de A4,
(b} Soit Jun ddéal de A distinet de A
Pour tont € J.si x4 € A alars par alsorption 1= rr b e Jet done
J=A e qui est el
On en deduit que 71 g Aot done rel Ainsd, JC T
4)

Correction non réalisée ici mais on trouve : le neutre est I'ensemble vide et le symétrique de A est
A. De plus, on pourra utiliser le fait que si f A est la fonction caractéristique de I'ensemble A alors
f4=/f5 ssiA=Betcalculer [ ,,z (onmontreraque [ us=f tfs—f./5 et
S uns=/S 45 ):ainsi on pourra montrer que la loi est associative.



5)
(a}) Pour 1 £3€ {2,...,n}.

(i.3) = (L) o (L,3) o (1,4)

Toute transposition appartient 4 {fa, tg, ..., &) et puisgque celleso
enmendrent S,
Sp = (ta,t3,... I}

(b} S &8 =(1,7). ug esit la réflecdon par rapport 4 Vhyperplan de vecteur normal
Ey — Ej'

(e} 51 5 est e produit de ptranspositions alos Ker(wy — Idg) contient
lintersection de phyperplans (cepe correspondant aux transpositions comme
déwrit ci-dessus). Or, il Ker(ug —Idg) = Vect(er +-- -+ en) et dine p > n - 1.

(b m— 1 en consspuence de oo g pededde,

Kholle C :

)

(a) Inméhatement £ C A et 14 € £,
Bment roye Z. Pour tout a € A

alr —y)=ar —ay=ra —ya= (r—yja

et
a(ry) = ray = rya

i T —yw e d et Ty A
Ainsl & oestoun sous-annean de A,

b} St r e &0l existe v € A tel que zyr = 1. La diffeul e st de voir que Ton
peit se ramener au cas ol y € Z ... Pour eela considérons 1élément z = oy
Oin observe
I =Ty =IyIyr =Ty =1

a

Il reste 4 montrer z € Z. Posons a € A L'elément 2 commute aver yay? et

el
:.L'Eylﬁﬂg,l2 = yga-yzra

:m:,r2 = yﬂqu

s @z = za. O peat alors que conclure gque Vannesn 2 est réonlier au sens

i,

e el dlonne

2)

Pesons § = f(i). On & 32 = (i) = Fi2) = f(=1) = —f(1) = —1 done j = +i.
5 3 =1aloms Ya,be R, fla+1b) = fla) + f(i)f(b) = a+ b done f =1Idg
51 g=—1alws Ya.be R, fla+1b) = fla) + fl1)f(b) =a —ibdone f:z— 2



3)

4)

5)

NocAd 0y eNdoe NEQ Pour o,y e N, il exdiste n,m & B* tel que
_|_‘“' s ym = u_d_
Par la formole da bandome,

n+m—1 e ntm—1 k_ni+m-—1-—k
(x+ ) = Z ry

k=11 k

Pour k> m o8 =04 e pour k< n—1, g™t 1% _ 0, Dans les deux cas
chyrtm—1-k _ . ot dom (x+ yj“'""'j =04. Par suite s 4y .
Enfin pour a € A et £ N, ar € N car (ar)" =a™c™

1) Non corrigé ici, mais on a les idées suivantes :

a) Facile, il suffit de calculer avec 0 comme neutre, et -a comme symétrique de a.

b) Non car non stable par symétrique.

¢) On fait une récurrence.

d) On laissera le lecteur vérifier les conditions pour que th soit I'isomorphisme voulu. On

trouve donc que  th(nx )=x( = 0, (x) etontrouve P, et O, parlaquestionc):
p _U+X)-—(1-X)

" 2

etQ n.....

(al GpCC*. 1€ Gy, pour z € Gp. il existe k€ M tel que = 2 — 1 et alors

(b}

|Lll.-’:]F'k = 1 dome 1/z € Gp.
Sidde plus 2" € G, il existe &' € H vérifiant =T et alors

|:L::’]|!’J'r_ﬁrr = [:F":}Flhr [:’F‘J"ijJr = 1 done zz" € Gp.

Mo
Up ={zeC|s7 =1}

Soit H un sous-groupse de Gp différent de &

2 esaste wne infinitd de & & M vértiand L'th c H alws H = I"_'r'!, AT E'.F, et la
rénrnion croissante de Uge.

sl tant exclu, on peat introdduice le plos grand ke M owerifians UF pr H.
Pour £ = k. tous les &léments e L-P: I'llL'P.lr ergendrent au maoins X F"”‘" O
Ugess @ H domwe H < Upe priis H = Uge

H oest done un sonus-erongpe oveliopee o e peut &tee nusdmal poar inelusion
car mnelus dans e sons-proopss propee [,"Fx_:.

51 Grp powvait étre engended par un systéme qu deléments, 1l existeral
k c M tel que s éléments sont tous racines p B jeme de lunité et slors
Gp C LFI: e gl est absurde.



Bonus :

1)

()

)

2)

Par la factorisation a? — 8 = (a — b){a + &)

Eu—‘i

E'I'I.—.‘ m—1
i —1=(a + 1){a —1)
et e répdtant opeération
a7 1= (@ + e+ 1)@ + 1) —1)

I v am— 1 facteurs dans oo produit et ceie-cl sont tous paics car a est impair.
Dher plus, les denx derniers factews sont & 4+ 1 et o — 1 et paomnd oes deus figare
un ronltaple de 4.

On en déduit gque 27 divise a?™ " et done a7 =1 [2™].

Par I"absurde supposons (728" oveligue.

Les éléments de ce groupe sont les & avec 2 Ak = 1, e sont done les classes
e entiers impairs. Iy en a eocactenent m—1 & § est un sénérateur de
(Z2MEY alors @ est un entier impair of @ est un &lément dordre an—1 (O le
visiltat podcddent domne al"
22 = 9™ 1 et absurde.

2 I - L . Ll -
— 1 et donwe Novdre de a est indriear A

Une suwite crotssante (£ ) dwdéawe de & se détermine par une suite dentiers
naturels (ay) vritiant Iy = apd et agyq | an. 51 pour tout ne N, I; = {0} alors
iy suiter (In) et stationnaire.

Sinon & partir d un certain rang Iy # {0} et la relation apqq | an entraine

On 1 = Og. Lo suite dentiers naturels (ag ) est dérossante et done stationnaire. 11
en est de méme pour (1),

Ce résultat se géndralise & E[X] en travaillant aver une suite de polyndmes
unitaires (Fy) vérfiant Foey | By oo qui permet dathrmer en cas de non nullité
deg Frsy < deg Fy puis (deg Py ) stationnaire, puds encore (Fy ) stationnaiee et
entin (In) stationmaire.



