Correction 30/11/2021 :

Kholle A :

1. Cours.
2a)0na: z; =X < B(%) ou encore Z4; — L(([[{], 1]). Dautre part, Zs = 2 X + Xp et Z3(2) = [0,3].

On a par exemple, [Z9 = 3] = [X; =1]N[Xo = 1] = P(Z> = 3) = 1/2x 1/2 = 1/4. De méme, on trouve sans
difficulté, P(Zy = 0) = P(Zy = 1) = P(Z, = 2) = 1/4, d'olt Zy = U([0,3]).

1 n
b) Zny1 = D 2R X, =23 2" F X\ 4 X1 = 2 Zy+ X1 Onnote que 2 Z, et Xy41 sont indépendantes.
k=1 k=1

Pour tout n > 1, soit H,, : " Z, suit la loi uniforme sur [0,2" — 1]".

e H, et Hs sont vraies.

e Supposons H,, vraie. Alors, 2 Z,, suit la loi uniforme sur {Qk tels que k € [ 0,27 -1 ]]} = {0,2,4,... Pt gL
Comme X, ;1 ne prend que les valewrs 0 et 1, 7,41 prend les valewrs {2?.‘ tels que k € [0,2" — 1]]} quand

Xpy1=0cet {2&‘ +1 tels que k € [0,2" — l]]} quand X, ;= 1. Pour k € [0,2" — 1], on a:
[Zn1 = 2k] = [Zn = 2K N [Xny1 = 0] = P(Zny1 = 2k) = 1/2" x 1/2 =1/2"H1

[Z:r.-i—l =2k + 1] = [Zu = 2;"'] n [X;rH-l = l] — P(er +1 = 2k + l) = 1/211 7 1/2 =5 1/2n+1
Bilan : Z, 1 < U([0,27F! - 1]).

e Pour tout n = 1, H, est vraie.

X 1 Xl .
3.a) Pour tout k € N*, ona : 0 < ;Ew) < o done la série de terme général ;E"U) converge vers un réel
400
positif, inférieur ou égal & Z g = 1.
k=1
+co +oo +oa0
b) De méme, Yw € 2, 0 < Z X;Ew) < Z % = E‘L” - Comme U(w) = Uy (w) + Z X;EM), on a bien
k=n+1 k=n+1 k=n+1
1
0 Up(w) € Uw) € Up(w) + 5 ~
1 1
¢) D’aprés b), U, (w) + o €z = Uw) € 2 = U,(w) € 2. Donc, [U,, + on < :?.'} Cl <= clt s,
1 i 28] + 1
d) Par suite, P(U.,, + = < at) < PU<2)g P(U, £5). Or; P(U, s 2) = Z P(Z,=k)= —
k=0
1 [2"z] -1 |_2”'.‘J.7J [QJJ,L.J |_2n-'3:J +1
P(Un+ 5 <) = g P(Zn =K =25, dob, SE < PU € 2) € S5
1
Comme 2"z — 1 < |2"z| € 2"r,ona:Vne N*, o — 2—1”: <PU<<)<e+ 5

Par passage & la limite, on en déduit que Va € [0,1], P(IJ < ) = x, donc U suit la loi uniforme sur [0, 1].

5. Soit @ € [0,1]. D'aprés 4.d), Fy, () — Fy(x) 2 0 (Fu, et Fy : fonctions de répartition de U, et U). Or,
|27z + 1 2] — 27z + 1
o o o
Le théoréme d’encadrement =— 1'11£ |Fy,, (2) — Fir(2)| = 0, donce la suite (U,,),,»1 converge en loi vers U.
¥ &)

1
ve [0,1] = Fy (z) - Fu(z) = e gn> car -1« |2%z] —=2"2 < 0.



Kholle C :

1) RAS (non corrigé aici)
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Kholle B :

1) Non corrigé
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Défi :

Par la formule de transfert

<k Ak
E{X{X—lj...(X—r—l—l]]:Z(k_r}le =
k=r ’ :

Ls




