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1. a) 11 y a trois cas i envisager :
® Si 4 n’a aucune valeur propre, elle n'est évidemment pas diagonalisable. \

e Si 4 n’a qu'une valeur propre J et si A éait diagonalisable, alors il existerait une matrice P
inversible telle que 4 = PAIP'= ) I Comme 4 n'est pas scalaire, ceci est inenvisageable.

e Si A posséde 2 valeurs propres, on sait que A est diagonalisable (condition suffisante: 2|
e SE di\g . mm - i a‘ : ] 2]: | 63

- On peut conclure : 4 est diagonalisable si seulement s1.4 posséde 2 valeurs propres distinctes.

4)

Pour @ = 2, on introduit lévénement
A; =« La i-éme boule tirée est identique 4 la précédente »

Compte tenn de la composition de Durne, on peut affirmer
P(A;) =1/N

Compte tenu de Vexpérience modélisée (tirage aver remise), les événements A;
sont mutuellement indépendants,

(a) L'événement (T' = k) correspond a As N ...N Ag et done

1



(b)

L'événement (T'= k4 1) correspond a Az Asn...N Agyq et done

N CNFT T NF

F{'T=k+1]|=N_1 ! N1

L'événement (T =n+ k) correspond a (T < n)NAnp1 NAns2 NN Ap g et

done Vo1
P(T=n+k)=P(T >n) x W

Sous réserve de convergence, espérance de T peut s'écrive

E(T) = fP{T > n)

n=0
Lei
+ a0 P\rk‘ ]
;P[T}n] =P(T = 0)+ N_IEF{T=R+FE}

Ce qui assure Uexistence de 'espérance. De plus, puisque le processus s’arréte
presque sirement et que la variableT prend ses valeurs dans {k,k+1,...}
oo A

1
T ONE-1

JfP{Tz n+k)= +ZMP|:T= n)—P(T=k) =1
n=1 n=k

On en déduit la valear de Uespérance de T

Nk 1
B =F—1

Notons, méme si ce n'est pas Uobjet de cet exercice, qu'il est assez facile de
justifier que le processus s'arvéte presgue stirement. Considérons événement
B = « le processus ne s'arréte pas »

Pour voir que celni-ci est négligeable, on va Uinclure dans un événement (de

probabilité plus immédiatement accessible) en regroupant les tirages k par k :

+oa
BcC ﬂ {les tirages de rangs jk+ 1,7k +2,...,7k + k ne sont pas tons identiques’
=0

Par indépendance et continuité décroissante

Y

P(B)< lim (pm%)izn
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1. Question de cours.
2. a} Chacune dez deux variables aldatoires le &t Nz‘"] suit Ja loi binomiale B(r, t/n).
b} Non, puisque par exemple

PN =] n[N™ = w)) =02 PUN™ = n]) < PUN™ = ]} .

¢}

function [N1,M2]=ggrand(n)
X=rand(n,1);
Mi=length(find (X>=1-1/n)};
NZ=length{find ((X»=1-2/n})-N1;
endfunction

ffoariml (] _ oy T n— k) l krim—k _Em-k—f
PN =i ivg =y = (7)(" ) @rarta -

n! {n—2pr-k-t

TR0 k-8

4. La voie la plus courte pour parvenir au résultat est d'ebserver que N,™ + Né"} suit la loi
binomiale Bin, 2/n) et dutiliser le résuliat du cours sur la convergence de lois binomiales vers
la loi de Poisson.

Ou peut aussi utiliser le résultat de la question précédente, car lorsque n tend vers Pinfini

1 ke

CEHin-k-f A

(1 - %}“""E —a s

11 en résulte que

-
: At gl ey & (
B R L o e iy W
Four tout m < N, on déduit du résultat précédent que -
) it e—? o
: ), oppld o N8 A -z
i PN + NG = m]) ;ﬁ Him k) om0

. canverge en loi vers une variable suivant la lof de

5 ) pe(n)
Ceci confirme que la suite {(N\™" + N;™')

Foisson P{2).
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