Puisque la fonction q est strictement croissante, les événement |X| > a et
g(|X]|) = gla) sont identiques. Or l'inégalité de Markov donne

E(g(|X)[) = g(a)P (9(| X]) = g(a))

et done

- 7 gla)

Rappelons
E(X)=npet V(X)=np(l —p)

Conddérons la variable aléatoire
Y=X-np=X-—E(X)

Par l'inégalité de Markov

Or E(|Y]) € VE(Y?2) avec E(Y?) = V(X) = np(1 — p) donc

p(i_p‘gg)gﬂ
'y

Par stricte croissance de 'exponentiel, l'événement X — np > ns équivaut a
I'événement
exp (MX —np —ns)) =1

L'inégalité de Markov appliquée 4 la variable ¥ = exp (MX — np — ne)) permet
alors de conclure

E (exp (MX — np — ne)))
1

P(exp(MX —np—ns)) = 1) <

Par linégalité de Bienaymé-Tehebychev

o’ 1

P{|X—u|l=c = —
(I X —pl Zac) < ao?) o

On conclut par considération d'événement complémentaire.



On a
E(Y)=a’E((X — p)?) + 2aE(X — p) + 0® = (a® + 1)0?

L'inégalité de Markov appliquée & la variable positive ¥ donne

E(Y
P(Y za) < )
a
Pour a = o2(a? + 1)2,
1
PlY a)<
L
Or
(XZp+ao)=(a(X —p)+o = (e + L))
et donce
(X zp+ag)C (Y =a)
puis

PlX >utoor =
( = }_1—|—:‘12



a)| Question de cours : inégalité de Markov.

Si X est une variable aléatoire positive admettant une espérance, alors pour tout réel ¢ stricte-
. E(X
ment positif : | P([X = ]} EJ

C
b) Soit e € R .
i) Pour tout réel strictement positif b, justifier l'inégalité :

B((X - B(X) +b)?)
(a + )

P(X =z BE(X) +a]) <

Soit b= 0.
P(X>EX)+a))=P([X - EX)+b>a+b)) < P([(X - E(X) -|~:£::]2 > (a+b)%))
d'ol, grace a I'inégalité de Markov :

E((X — E(X) +b)*)
(a+ b)? o

P([X 2 E(X) +a]) <

it} En appliquant le résultat précédent & b= V(X)/a, établir I'inégalité :

V({X)

P(X > B(X)+a]) < g oa |-

Pour & = V{X)/a, on obtient :
E((X - E(X)+ V(X)/a)?) _V(X)+(V(X))’/a®  V(X)
(a+ V(X)/a)? T a1+ V(X)) /et V(X)) +a?

1
2

P(IX 2 E(X)+a]) £

. On appelle médiane de X tout nombre réel m tel que P{{X <m]) =

Justifier que X admet au moins une médiane et que Pensemble des médianes de X est un

@ segment de [R.

LSy

La fonction de répartition F : z — P{[X < z]) étant continue sur IR, (puisque X est une variable
aléatoire 4 densité), de limite 0 en —co et 1 en +oc, le théoréme des valeurs intermediaires permet

d’affirmer que, pour tout réel y strictement compris entre 0 et 1, il existe € IR tel que f(z) = y.

En particulier, il existe m € R tel que P(|X < m]) = % .

1
Soit.  I'ensemble (non vide) des réels = tels que Fz) = o



o [ est un intervalle, parce que, quels que soient {a,b) € 12, tous les réels x compris entre a
et b appartiennent & / (puisque la fonction croissante £ prend la méme valeur en a et en b).

o [ = {z € R|F(z) = 1/2} est une partie fermée de R, puisque F' est continue.

# [ est une partie bornéde de R, puisque, par exemple, pour q; et ¢z choisis tels que (g ) = 1/4
et Fga) = 3/4, I'intervalle / est inclus dans |qy, g3[, donc borné,
Par conséquent, / est un segment (intervalle fermé borné) de R.

b) Dans cette question, on note m une médiane de X et on suppose que m est supérieure
ou égale & E{X). On note o(X) l'écart-type de X.

Déduire de I'inégalité prouvée en 1.b.ii,- appliquée 4 a = m— E{X), que m — E(X) est inférieur
ou égal a o(X).

Par application de I'inégalité 1.b.ii, appliquée a a = m — E(X), on obtient

5 V{X)
5=P(x2m) < V(X) + (m - E(X))?

don V(X)+ (m - E(X))’ < 2V(X), puis: [m - B(X) < o(X)}

m=ECOT _,

¢)| Justifier que toute médiane m de X vérifie l'inégalité : xS
o

D'aprés ce qui précéde, Iinégalité demandée est vraie lorsque m > E(X) (o(X) est strictement
positif, puisque la variable aléatoire X posséde une densité).

Dans le cas ont m < E(X), il suffit d’appliquer le résultat précédent a la variable aléatoire —X,
dont —m est une médiane, pour obtenir 'inégalité demandée.

3. Pour tout entier n > 2, on note X,, une variable aléatoire admettant pour densité la fonction f,
définie par :
0 siz<—1/n
n/2 si —1fmn<z <0
falz)=<1/(2(n-1)) si0<z<]l-1/n
(n—-1)/2 sil—-l/mn<zr<l
0 siz=>1

a}| Trouver I'unique médiane de X,,.

La fonction de répartition F, de X, est donnée par :!

0 siz<—1/n

(nz + 1)/2 si~1ln<z<0
Fa(@)=<1/2+2/(2(n-1)) si0<z<1-1/n

T4+{n—1iz—-1)/2 sil-1fn<x<]

1 siz=>1

L'unique médiane m,, de X, est 0.

b)‘ Justifier la convergence en loi de la suite (Xy)nen-.




« Pour tout z < 0, F,(z) tend vers 0 quand n tend vers 'infini, puisque, pour n assez grand,
onazx< —1/n{dot F.(z)=10).

s Pour tout z & [0, 1], F.(z) tend vers 1/2 quand n tend vers Iinfini, puisque, pour n assez
grand, on a 0 < x < —1/n (d'od Fy(z) = 1/2+2/(2(n - 1)), qui tend vers 1/2 quand n tend
vers 1'infini).

¢ Pour tout = > 1, Fy(z) = 1.

0 siz<0
En résumé, quand n tend vers U'infini, F,(z) — Glz)=<{1/2 si0<z <1 -

1 siz =1
La suite (X, )new+ converge donc en loi vers une (toute) variable aléatoire suivant la loi de
Bernoulli B(1/2).2

Quelle propriété du majorant trouvé en 2.c peut-on déduire des limites de E(X,) et V(X,.)
gquand n tend vers l'infini ?

c)

La limite en loi de la suite (X, )nen- permet de faire la conjecture que E{X,) et ¥(X,) tendent
respectivement vers 1/2 et 1/4 quand n tend vers l'infini. Une fois établies ces convergences, on
pourra affirmer

lim ——|m“ =~ B(Xa)| =1
nt+oo a(X,)

ce qui prouvera que le majorant trouvé en 2.c est optimal.

Pour déterminer effectivement les limites des moments des X,,, une méthode efficace consiste
4 écrire la densité f, comme la moyenne pondérée de trois densités de lois uniformes, dont
'espérance et la variance sont connues :

1 1 -
fn:—gn‘l'—hn‘l'(n 1)kn
2n

2 2n
oll g, hy et k, sont des densités respectives des lois uniformes sur [—1/n,0], 10,1 - 1/n]
et [1 = 1/n,1].
On déduit de cette décomposition les expressions de E(X,) et B(X,%), et leurs limites.
wde  fRel] Bhasd
B(Xn) = (_} 21'1[ 2n )+ n ( n )

tend vers 1/2 quand n tend vers l’lnﬁm.

De méme, comme les espérances des carrés des trois lois uniformes de la décomposition tendent
respectivement vers 0, 1/3 et 1, leur moyenne pondérée par les coefficients 1/2, 1/(2n) et (n — 1)/(2n),
qui est égale & E(X,?), tend vers 1/2 quand n tend vers I'infini. On a donc bien :

1 1,2 1
e ) =45 - () =3
. . . |m — E{(X}| . i
Finalement, la borne supérienre des quotients —oTx) Pow les variables aléatoires X &

densité possédant un moment d’ordre deux est bien égale a 1. Il n’existe pas de majorant
strictement plus petit de tous ces quotients.

Par linéarité de |'espérance,

B(%,) =7 ¥ B = ¥ 5=

h-'-'l

et X, est donc un estimateur sans biais de g.
Par suite, T, = 2%, est un estimateur sans biais de ¢

E(T,) = 6.



Les X; ont pour fonction de répartition commune :

0 six<0
FixeRe—edig silLxad
1 sixzd

Puis, pour x = K.
Fu (x) = P(M, < x) =P (max(X,;, ..., Xp) £ x)
=PXigx,... o £x)=P(X1 £x)---P(X, £ x)= F(x)"
par indépendance de X, .. .. X,

Ainsi M, admet pour fonction de répartition
0 six<0
Fp, cxeRe— {%}" silsxad
1 sixzd
continue sur B (méme en 0 et #) et de classe ¥ sur R\ {0.#}. La variable M,
est donc & densité donnée par

Axn—l GlLx<h
— L o =z =z
fM,.. = FMn xel—s { 0 sinon

La variahle M, étant presque srement bornée, elle admet une espérance
e n [* n
E(M,) = thyy (t)dt = — t"dt = ——#.
()= [ (0= [ .
Par suite, U, = “‘TiMn est un estimateur sans biais de # :

E(U,) == : Lem,) = o

L'estimateur T, de # étant non biaisé, son risque guadratique est donné par

FEOY ¥ 2.1 4 0 ¥ 4 I’.‘-IE ﬁz
r(To) =V (2X,) =V {F;EX*) —E VX =155
par indépendance de X, . ... X, Il converge vers O lorsque n —+ co, c8 qui assure

gue T, est un estimateur convergent de &.

On peut raisonner de méme pour U, :

() =V (22m,) = () (B2 - B (M)

n
ol
2 = 2 n [* mHl g L.
E{M,,J_f_mrfm[t}dr_ﬁj;t r_n+2fi
si bien que )
rlU,) = ——=# —— 10,

nI[l".l+ 2J oo
d'ou I'on déduit que U, est un estimateur convergent de .

Le meilleur estimateur est celui qui posséde le risque guadratique le plus faible. Or
un éguivalent de chacun d'eux montre clairement que r{U,) = n{r[ Tn]} lorsque

n —+ oo. L'estimateur U, est donc meilleur estimateur de @ que T,, pour n assez
grand.



1. Cours.

2.a) X, suit une loi géométrique de paramétre 1/n.
b)¥teR, P(U, <t)=P(X, <ntletsit £0, PV, £t) =0
|mt] |mat] 1

Sit> =, P(Un< )—ZP{X,,_x lzl(l‘;)“ﬂ—(l—%)“’”.

3.8it <0, lEl‘ltFlm P(U,<t)=0etsit>0 P(U, £t)=1—exp [Lm‘J In(1-1/n)). O
= __ . —q_at
Lnt] o ol nt == |nt] In(l —1/n) = % -t = ;;EIPantJ In(l - 1/n) = -t = ”Hifm P, st)=1-¢"".

Bilan : la suite ({7, ),en+ converge en loi vers une variable suivant la loi exponentielle £(1).

4. n=input('n=") ; k=1 ; pei/n; while rand()>p; them k=k+1 end ; U=k/n

142 1y k=2
5.a) Soit n e N*. On & : ¥, () = [2,+0c] et pour k > 2, P(¥, = &) = (k — L)(—) (1 i E) .

|nt] ]_:1!] L3
b) 8it <0, P(Wy <t)=0etsit>0, P(Wy<t)= D P(Yn=Fk ( ) E{A—l (1- —) ,d'oh :
k=1
nt |- 3
W _(1 B
P(W, < _(ﬂ) g ( ) sit> 0.
N N+1 N N N
¢ [ . 1—-N(1- g —4
c) On pose : Sy(g) = Z —— = Iylg) = z_,rq-" B E0 (fl j;:]i, ;
=i
dj Sit <0, !11}1 P(I 2w St)=0 Pourt >0, posons: N =[nt| —letg=1-1/n
|nt]=1 i
e B 132 ; 1441 |t ] -1 1~ L)1 SRR
Do o P £ 1 = (E) FE: 3(1 - ;) e —(LMJ —1]( n) = (1 = -ﬂ-) . Par suite :
11111 PW,g¢t)= {[1]_ te™t —e* i i { g Oun vérifie que cette fonction limite est de classe C! sur R,
n—++ 51

fe~t gii=0

done IV est une variable aléatoire & densité et une densité g de W est donnée par : g(t) = { 0 e
-



