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Kholle C :

1.

2.

Question de cours.

a) L'application f est linéaire par linéarité & droite du produit scalaire.
n

De plus, si &,y € E, (f(2)|v) = 3 (e | 2){ex | ¥}

=1
On constate que dans l'expression qu'on vient d’obtenir pour {f{x) |y}, x et y jouent des roles
symétriques donec {f{x) |y} = (f{v) |2} ce qui prouve que f est sympétrique.

b) Soit A une valeur propre de f et x un vecteur propre associé.
T
Alors (f(z) |z} = 3 {ex |2)* > © car 2 étant non nul, I'un au moins des {e | =} st non nul.
k=1
3 _ 2 _ {fiz) =2}
D’autre part, {f{z) |z} = Allz|l*. Donc A = P 0.

En particulier, 0 n'est pas valeur propre de f done f est bijectif.

. L’application # est clairement linéaire. Son noyau est réduit au polyndme nul car un polynéme

de degré inférieur ou égal & p — 1 admettant p racines distinctes est nécessairement nul. De
plus, R, _,[X] et R? sont deux espaces vectoriels de méme dimension finie égale & p donc
I’application # est un isomorphisme.

L]

a) Onad'unepart, f{f~'(e;}) = e; et, par définition de f, fF(f ~"{e;)} = 1§1 {ex | £ (e e

Par unicité de la décomposition de e; dans la base (ey,...,e,), on en déduit que pour tout
. 1, sit=j;
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ke linl, (eel £ e =0 = { o S
b} Notons p le nombre de valeurs propres distinctes de f. D'aprés 3., il existe un (unique)
polynome P de degré au plus p—1 tel que pour toute valeur propre A de f, on ait P{A} = v A-1.

On a alors pour tout vecteur propre z de f de valeur propre associée X, P{f)*(z) = P{A\)%z =
Az = f~Ya) done P(f)* = f~! puisqu'il existe une base de £ formée de vecteurs propres
de f.

¢} Remarquons que f étant symétrique, toutes les puissances de f le sont également done
g = P{f) est un endomorphisme symétrique de E.

On a donc pour tout (k, 5) € {L,n]?, (a(ex) 1 gle;)) = (e 1g™le;)) = {ex | ™ e;)) = Gk done
la famille (g{el}, ..., glen)) est orthonormale, et étant de cardinal n = dim E, ¢’est une base
orthonormée de E.



