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* Supposons {1 et montrons (if).
D apres le théoréme du rang, dim E = dim Berf+omf=2f puisque Ker f = Im f. Ainsi
dit £ est paire.
* Supposons (1) et montrons (i),
Soit n € N" tel que dim £ = 2n. Soit (F1..... €2, } une base de £. Une application linéaire ok
parfaitement définie par la donnée des transformés des vecteurs d'une base, on définit f lineaire
de la maniére suivante :

Yie ;l']_ ”i]- .;I'Il"i] =g, .lfl'll'r.l-'—rlJ = &4
[T est alors elair que Ker | = I f = Veet(e).....e,), donc [ convient. _
& . ¢ Giing = = jadnén
Sidim E' = 0, alors I'endomorphisme nul de E vérifie L f =Ker f (= E) et ce cas dége
rejoint le cas général,
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*SoityeTm(f +g4): 30 € Ewelque y = (f +g)) = fla) + glr) etdone y € [ir f + T g

Ainsi lm{ f + g) < hn f + L g. d’ot
i il f+ g1 < dimfln £+ Tueg) = dinelin f + dita To g — dim(Tim £ 0 [ g).

< dim lm f +dim g
Crest-a-dire :

[ra(F +¢) < ra(/) + ralg)

fLe fuir que F soit de dimension finie n'ext pas mile, pubsgiee i B est de dimension finie. I f er I g son
des senes-esparces de Fogui sont, ey, de dimension Jiie er et ce g sert dians e raisonnement précédent.]

*Onaf=(f+gl+(—g), done le résultat précédent donne :

relf) < vl f + g +rel—g) = raif +g) + re(q). done ve( f) — rely) < re(f +g)
En échangeant les roles de f et ¢, on a aussi :

relg) —valf) < vglg + f) = ralf + 9).
Ces deun résultat peuvent s'énoncer en une seule fois -

1 ¥ + ¥ -t T " I
Fegll ) — vglgi} = rglf 4 *;]|

Par confraposée: si € n’est pas une base de F alors Vect(ey, .. ., e,) # E.
Soit H un hyperplan tel que Vect(ey,.. ., e,) C H et f une forme linéaire non nulle
de noyau H.

s fle) =...=Flr)=0mas f£0.



(a) Soitz € Im f N Kerg.
Il existe @ € E tel que £ = f(a) donc

z=f(a)=(fogof) (@) =(fog) (z)=0.

Soitz € E.

Analyse:

Supposons T =u-+vavecu = f(a) €Im fetv e Kerg.

g(z) =go f(a)done (fog) (z) = f(a) = u.

Synthese:

Posonsu = (fog) (z)etv=a —u.
Onaucelmfiz=u+vetg(v) =g(z) —g(u) =0ie veKerg.
(b) On a immediatement f (Img) C Im f.

Inversement, pour ¥ € Im f, on peut écrire y = f(z) avec z € B.

Par symétrie, on a & = Im g @ Ker f et on peut écrire

r=gla)+uavecac Fetuec Kerf.

Onaalors y = f(g(a)) € f(Img) et ’on obtient I'inclusion Im f C f(Img).

I')Comme C(R") = H, + Ha. tout élément de £(R" ) - en particulier id — peut s’écrire comme
bsomme d'un élément de H, et d'un élément de H (d'ailleurs de fagon unique puisque F'on a

wme C(B") = H, = Ha).

|_5| |:,U|.||'J-.gfl € H| X jf-j.l.'lg_—Fer: = id I.

¥ On compose |'éealité py + p2 = id par py. une fols a gauche et une fois i droite. pour obtenir

PiEpLops =P
ullmdllignn,: ces deux égalités de sorte que : Ipi+propatpreph = 21
' comme ), < Hyetpy € Ha.onapyepa+peopm =0 Ainsi 2p7 = 2py et finalement
1= P Done P1 estun projecteur.
é':I:'Emgffiml les roles de py et po. on démontre de meme que p2 estun projecteur. On peut aussi
& erque p, = jf — py est le projecteur conjugué du projecteur p.

¥ . ;
!1smlll“f €Hi.Onadonc fops+ pyof=0.Comme pyest un projecteur, les sous-espaces

é er{py) et E's = T ps) sont supplémentaires cans BY,

« Pourtout + € Ey.onapalr) =0etdonc O = fopalr)+pac Py e paf Bl ) et fle) € By
Donc £ est stuble par f.

+Pourtout & € Es.onpafr) =xetdonc ) = fopalr)+p2o flo) = floe)+ pa( flr)).

Ainsi f(r) = pa(—f(r)) appartient & Im(ps ) = E5. Mais pour f(r) € Ez.onaps(fir)) = flr)
et done 2f(ar) =0, ie f(r)=0et E3 C Kex(f).

Bref, si f appartient & [, alors la restriction de f & E est 'application nulle et la restriction de
{1 Ey réalise un endomorphisme de E}.

Or 'application v de £(E;) dans L{B"). qui & o £ L(F)) associe 'application / € L(R")
définiepar V.r € Ey. flr) = plr)etVa € Es. fla) = U est évidemment ]:l]e;nlre Etlml!euuwz (si
les restrictions de f 4 £y et Eo sont nulles, alors [ est nulle) et son image est formee justement
des endomorphismes de E" dont le noyau contient Es et pour lesquels £y est stable, cette image
contient done .



Par injectivité de v, ona:
din e (L(E)) = dim({ L E ) = [dim }:_.|:.2 = [n —dim E3]* = e —ra(pa))”
. . . . 1z i R 1
et I'inclusion précédente donne : dim Hy < [n — ra(p2)]
En permutant les roles de py et po. on a de méme din Hs < [n =gl

47) » N oublions pas que comme py + fr2 = il alors avec les notations précédentes, ona
Ker(py) = Im(pa) = Ezethin{p) = Ier(ps) = E;
et done g py ) + rg(pa) = dim £y + dim Es =
« N*oublions pas non plus que f et H, sont supplémentaires dans L{R"). Ainsi :
n? = dim(L(R™)) = dim Hy + dim Hs < [n — dim B> + [ - dim Ey]?

< [n — dim E—_-i: + [edlim E-_-!"r — n? = 20 dim Ea + 2[din Ea]=.
Ainsi 0 < 2dim Es]" — 2ndim E; = 2dim Esidim Es — n).
Or dim E» < 1 etsi Es 2 R", alors dim E3 — n < 0. donc 2dim Es(dim Es - n) z 0 impos
i B s?;'l'].ﬁdnnu Es = [(1}. On n"a donc que deux choix E>=R" ou E> = {0}.
Mais Ea = R"” donne po = id.rg(pz) = net dim H, =< {.'r—:.-]"\ — (0. done H, = {0} (et puisque
H, et H. sont supplémentaires dans L{B"), onaalors Hy = L(E")) ‘
Tandis que si Ez = {0}, alors £, = B" et de fagon syméuique Hy = {0} et ) = L(E")
Réciproquement, on vérifie aisément que les deux couples

(Hy. Ha) = (0, £(R™)) et (Hy. Ha) = (L(R").0)

vérifient bien les hypothéses de 1'énonce. -
[Lit ¢lé de cer exercice réside dans le fait gue si | appartient e H . alors e sart ce ifl'”f"_1":;1‘;’:;\:;:5‘,1# :3."1
est stable par f. Si on a déji v nn pen de coleul matriciel. on pent e vor ei :;1:1:;];!’ Lt mairiee o 1'r
" 5 'Et'r."i-uf::f'j' par ml'.u..’ ,‘ ,
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abtente en metiant bowt & bout (on dir © en concaténant) wne base de Ey et e

. oy : e e ey TR
de po dans une telle base est conme, fa ntairice F o wn endonorphisme [ de |
éguion FP + PE = 0, se traduit aisément par blocs, ce gui donne la forine e’
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1 []

(a) Puisque U +V C E, on a dim(I7 + V) < n. La formule des gquatre dimensions
donne alors

dim 7 + dim V — dim(UN V) = dim(I7 + V) < n

L'hypothése de travail fournit alors dim(UUNV) > 0.

(b) Introduisons I'espace W’ = I/ N V. Par la fomule des quatre dimensions
dim W' = dim I/ + dimV — dim(I + V) > dimU/ + dimV — n.
On a donc
dmW' 4+ dimW > dimU +dimV + dimW —n > n.

L'étude précédent assure alors que Uespace UNV MW = W N W n'est pas
réduit & Mespace nul.






