Fiche d’exercices. Chap.3 - APPLICATIONS DE LA DERIVATION

Niveau : lere

Signe de la dérivée et sens de variation d’une fonction

LW Faire ses gammes

1
dessous.
Dresser le tableau de signes de la dérivée de f.

y
J

le 6f / O v X

f’(x) < 0 pour tout x € [0;2].
f’(x) > 0 pour tout x € [-2;0] U [2;4].
x —2 0 2 4
f'(x) + - 0 o+

%% 12 Onatracé ci-dessous la courbe représentative d’une fonction f.
Laquelle des courbes 6, 6, et 63 est susceptible de représenter f’?

Y
Cr
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Soit f une fonction définie et dérivable sur [-2;4] dont la courbe est tracée ci-

Analyse

—

1
IR
X ol 1 ol 1/ x

On cherche la courbe qui est située au-dessus de ’axe des abscisses lorsque f

est croissante, et en-dessous lorsque f est décroissante.
La seule courbe vérifiant ces criteres est la courbe %3.

3 On atracé ci-dessous la courbe représentative d’une fonction f.
Laquelle des courbes 6, 6, et 63 est susceptible de représenter f'?
y

G
J

@)

On cherche la courbe qui est située au-dessus de ’axe des abscisses lorsque f

est croissante, et en-dessous lorsque f est décroissante.
La seule courbe vérifiant ces critéres est la courbe %,.

4 Du signe de la dérivée au tableau de variations
Soit f une fonction définie et dérivable sur I = [0;+oo].

On a dressé le tableau de signes de .
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x 0 4 7 too X —00 0 +00
f'(x) - 0 + 0 - f'(x) - 0 +
Dresser le tableau de variations de f.
| >~
x 0 4 7 +00 -3
() — 0+ - 5
f(x) \ / \ x |- 2 +00
f(x) + 0 -
49
20

f(x)
5 Soit f une fonction définie et dérivable sur I =[2;9]. / \

On a dressé le tableau de signes de f”.

8
x 2 4 8 9 | —oo 1 2 oo
f(x) + 0 - 0 + f(x) -0 + 0 -
jati 22
Dresser le tableau de variations de f. I \ 3 - 22 \
x 2 8 9 =%
f’(x) + 0 - 0 4+

f/(x) = 3x%+5x - 2.

A=5%—4x3x(-2)=49.
f(x) A >0, donc le polyndme a deux racines réelles.

:—b—x/Z b+ VA

X1 2a 2= 2a
| 557 | =547
WAl Exercices d’entrainement T 2x3 T 2x3
1
6 De ’expression au tableau de variation =2 "3
Dresser le tableau de variations des fonctions suivantes. Le trindme est du signe de a sauf entre les racines, d’ou le tableau suivant :
1. f(x)=3x*>-3 X —00 -2 é +0o
2. f(x)=-5x>+3x+2 (%) f 0 - 0 +
3. f(x):—x3—%x2+2x -
4. f(x)=x3+3x2-2x+1 f(x) / \ - /
54
1 4.

f(=2)=(-2P3+3x(-2)>-2x(-2)+1=-8+10+4+1=7
1y _ 1 5 1 2 _ 2 15 36 54 _ 35
fR)=g+ixXg-5+l=g+53-51+34 = 57-

7 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x* + %x3 —4x? + 3.
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1. Justifier que f est dérivable sur R et montrer que f’(x) = 4x(x — 1)(x + 2).
2. Dresser le tableau de variations de f.
f est dérivable sur R comme somme de fonctions dérivables sur R.
f/(x) = 4x3 + 4x% - 8x.
4x(x—1)(x +2) = (4x% — 4x)(x + 2)
= 4x> + 8x% —4x*> — 8x
= 4x° + 4x% - 8x
=f'(x)
On étudie le signe de f’(x) en étudiant le signe de chacun des facteurs.
4x <0 & x> 0.
x-1>0e x>1.

x+2>0 6 x>-2.
Le signe de f’(x) résulte du signe du produit de ces deux facteurs.

On résume dans un tableau de signes dont on sert également pour déduire les

variations de f.
Sous les valeurs "clés", on indique I'image par la fonction f (a calculer).

X |-o0 -2 0 1 +00
4x - - 0 + +

x—1 - - = 0 +

x+2 - 0 T i +

f(x) -0 + 0 - 0 4

I
(SN

8  Soit f la fonction définie par f(x) = X2,

x-1
1. Déterminer Dy et ’ensemble de dérivabilité de f.
2. Calculer f’(x) et étudier son signe.

3. En déduire le tableau de variations de f sur Df.

ux)=x+2
1. f(x):%avec )
u et v sont définies et dérivables sur R.
v(x)=0 x=1.
Donc f est définie et dérivable sur R\ {1}.

v(x)=x-1"
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u'(x)=1
2. Ona{ , .
v(x)=1
Ainsi :
2oy W (X)v(x) — u(x)v’(x)
f (X) - vz(x)
CIx(x-1)-(x+2)x1
- (x—1)2
_ 3
C(x-1)2
Or, pour tout x € R, (x — 1)2 > 0.
Donc pour tout x € R, f’(x) < 0.
3.
X —00 1 +00

1. Calculer g’(x).
2. Etudier le signe de g’(x) et dresser le tableau de variations de g.

3. Déterminer un encadrement de g(x) sur chacun des intervalles :

(a) [051] (b) [-1;3] () [-1;1] (d) [-V3;0]
4. Calculer g(V3) puis résoudre, a I’aide du tableau de variations I'inéquation g(x) <
0.
2 ’
u(x)=x"-3 =2
1. g(x) % avec (x) 3 et u,(x) *
i v(x)=x*+1 v'(x) = 2x
Ainsi :
o 2x(x?+1)—(x2 - 3) x 2x

gx)= (xZ+1)2
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Fiche d’exercices. Chap.3 - APPLICATIONS DE LA DERIVATION

Analyse

On en déduit que '’ensemble de solutions de I'inéquations g(x) < 0 est

SE [—\/5; \/§]

10 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x>+ 5x — 6.

1.

Démontrer que f est strictement croissante sur IR.

2. Vérifier que f(1) =0.

(x2+1)?
_ 8x
S (x2+1)2
2. Pour tout réel x, (x> +1)% > 0.
x>0 x>0.
Ainsi :
X —00 0 +00
8x - 0 +
(x? +1)? +
g'(x) - 0+
g(x) \ /
-3
g(0)=-3

3. Etudier le signe de f(x).

1. f’(x)=3x>+5.
Or pour tout x € IR, x2>0.
Donc pour tout réel x, 3x2+5>0.
Donc f est strictement croissante sur IR.

2. f(1)=1+5-6=0.

+00

f(x) /0/

f(x) <0 pour tout x € |-o0; 1] et f(x) > 0 pour tout x € [1;+o0].

Soit f la fonction définie par f(x)=x-1+ xé—z.

1. Déterminer Dy et ’ensemble de dérivabilité de f.

2. Calculer f’(x) et étudier son signe.

x —00 /3 -1 0 1 3 +00
~_ . ,
gx) o~ L
. —
-3
Ainsi
(a) -3 <g(x) <-1.
(b) -3<g(x)<3.
(c) -3<g(x)<-1.
(d) -3<g(x)<0.
4 g(\/g) = 0. Ainsi :
X | -0 43 0 V3t
\ /
g(x) 0\ - 0
-3
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En déduire le tableau de variations de f sur Dy.

1. La fonction x - x — 1 est définie et dérivable sur IR.
La fonction x +— x% est définie et dérivable sur R\ {2}.
Donc f est définie et dérivable sur R \ {2} en tant que somme de fonctions
définies et dérivables sur R\ {2}.

0
.

2. flx)=x-1+ % avec {Z((;C))::_ ) et {Z:((z))

Ainsi :
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_ 4 Ainsi :
E=A)F 2 2y 2 2x-4
(x-2)? A f’(x):(_ X+ 8)(x°—4x+5)—(—x“+8x—13)(2x—4)
_ = (x2 —4x+5)?
_9)2 —9)2
(x 2)2 (x=2) | 2%+ 822~ 10x+8x2 — 320+ 40+...
:(x—2)2;4 B (x2 —4x+5)?
2("_ ) oo+ 253 + 4x2 +16x2 - 32x - 26x + 52
_ x4 (x2 —4x+5)?
(’2‘22) —2x% +16x2 — 42x + 40 + 2x% — 20x2 + 58x — 52
_x(x - = 2_ 2
=22 (x*—4x+5)
_ —4x?+16x-12
x—4>0 o x>4. © (x2-4x+5)2
De plus, pour tout x € R, (x— 2)% > 0.
Ainsi :
—4(x—1)(x—3)=(—4x+4)(x—3)
X |7 0 2 4 oo = —4x? +12x +4x - 12
- * * * = —4x>+16x—12
x—4 - - - 0 +
(e=2)2 + + 0 + + Donc on a bien f’(x) = %.
f(x) o - || - o + 2. x-1>0 o x> 1.
x=3>0¢& x>3.
3. f(O):0—1+% —_1-2=-3. De plus, pour tout x € R, (x? — 4x +5)? > 0.
f@)=a-1+24 =3+2=5. £ttt £
X —00 1 3 +00
X —00 0 2 4 +00
f'(x) + 0 - -0+ —
3 x-1 - 0 + +
- -3 - = B @
f(x) / \ / .
\ 5 (x? — 4x + 5)? + + +
f(x) B 0 0 B
1
12 Soit f la fonction définie sur R par f(x) = %. f(x) \ X / \
1. Démontrer que pour tout x € R, f’(x) = %.
2. Etudier le signe de f’(x) puis dresser le tableau de variations de f. f(l)y=-3et f(3)=1.

2 ’
u(x)=-x“+8x-13 =-2x+38
1. f(x):%avec () et u’(x) e
v (x)=2x-4

v(x)=x?>—4x+5
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“ Extremum d’une fonction ;WA Exercices d’entrainement
. . e . . § _ E _ 5_)(2
Faire ses gammes 15 Soit f une fonction définie sur [O,Z]parf(x)— 3 > +2x.
Déterminer le minimum et le maximum de f sur son ensemble de définition. On
139 Extremums d’une fonction donnera une valeur approchée a 1072 prés.
Soit f une fonction définie sur [-8;6], que I’on a représentée ci-dessous. N 0 ] 2 5
2 2
f(x) / \ 5 /
0 -3
N I
\/ 16  Soit f la fonction définie sur R par :
(@) I X

flx)=3x*—4x®+6x>—12x+12
Déterminer un maximum local de f. On note f’ la dérivée de f et f” la dérivée de f’ sur IR.
Déterminer un minimum local de f. 1. (a) Justifier que f puis f’ sont dérivables sur R.
(b) Déterminer f”(x).

2. Etudier le signe de f”(x) puis en déduire le tableau de variations de f’ sur R.

Déterminer le maximum global de f.

Ll

Déterminer le minimum global de f.

. 1 est un maximum local de f au voisinage de —5. 3. Calculer f’(1) puis donner le signe de f’(x) en fonction de x.

. 0 est un minimum local de f au voisinage de 3. 4. Dresser le tableau de variations de f.

1

2

3. Le maximum global de f est 5, atteint en 6. 5. En déduire le ou les extremums de f sur RR.
4

. Le minimum global de f est -1, atteint en —4. 1. (a) f et f’sont toutes deux dérivables sur R en tant que polynomes.

(b) f/(x)=12x3-12x>+12x-12.

. . e L. ) f7(x) =36x% - 24x+12.
14 Soit f une fonction définie et dérivable sur [-2;6] dont on a dressé le tableau de

variations.

X ) 0 1 6 A =b?—4ac
=(-24)>-4x36x12

4 5
fx) T~ = 576-4x432
2

-1

=576-1728
=-1152
Déterminer le minimum et le maximum de f sur [-2;6].
Le maximum de f est 5, atteint en 6, et le minimum global de f est —1, atteint A <0, donc f”(x) n’a pas de racine réelle.

en —2. 36> 0. Ainsi :
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£ /

3. f/(1)=12x13-12x12+12x1-12=0. Ainsi :

X —00 1 +00
fa | o
On en déduit :

X —00 1 +00

f(x) = B =+
4. f(1)=5.

X —00 1 +00
f(x) - 0 4
f(x) \ /

5

17 Une boite sans couvercle a la forme d’un parallélépipéde rectangle. Sa base est
un carré de coté x (exprimé en metres) avec x > 0. Le volume de la boite est égal a
10 m®.
La base est fabriquée a 'aide d’'un matériau qui colte 5€ par meétre carré, tandis
que les faces latérales sont construites a I’aide d’un matériau qui cofite 2 € par metre
carré.
On note h la hauteur de la boite et C le colt de fabrication d’une boite.

1. Exprimer h en fonction de x.

3
2. Montrer que, pour tout x > 0, C(x) = w.
3. On note C’ la fonction dérivée de C.

3_
Montrer que pour tout x > 0, C’(x) = 10(x°-8)

x2

4. Btudier les variations de la fonction C puis trouver les dimensions de la boite
pour lesquelles le cotit de fabricationi est minimal.
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1. Le volume de la boite est égal a base x hauteur, soitici:V = x% x h.

Or on sait que V =10.

2. Le cotit de la base est égal a 5x°.
Chacune des faces latérales a pour surface x x h = x x }1‘—9 =

Ainsi le cotit de chaque face est égal a 2 x % =

On adonc:

Ainsi :

4. Pour tout réel x >0, x2 > 0.

Ainsi :

V=10 x*xh=10

(=]

=]

20
C(x):5x2+4><7

15x2 xx=5(x3 +16)x1

_ 15x3-5x3-80

¥-8>0x>>8

Analyse
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X 0 400
10(x3 - 8)
x2
C’(x) 0
C(x) . /
60

C(2) = 12419 _ go,

Le cott est donc minimal pour x = 2.
Onaalorsh:;—g:%:ZS.

Les dimensions idéales sont donc 2m x 2m x 2, 5m.
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